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Interferenzen an regellos orientierten Teilchen 
im Rôntgenlicht. LI. 


Von 
P. Debye und P. Scherrer. 


Hierzu 3 Photogramme auf Tafel I, Fig. 1—3. 


Vorgelegt von Herrn D. Hilbert in der Sitzung vom 4. Dezember 1915. 


Vor einiger Zeit hat der eine von uns an dieser Stelle auf 
eine Methode aufmerksam gemacht, die dazu dienen kann sowohl 
über die Zahl, wie über die gegenseitige Anordnung der Elek- 
tronen im Atom auf experimentellem Wege Aufschluf zu erlangen ‘). 
Die Môglichkeit einer solchen Messung beruht, wie damals hervor- 
gehoben wurde darauf, daf, wenn eine Regelmäñigkeit der 
Anordnung der Elektronen im Atom vorhanden ist, dieselbe auch 
dann noch erkennbar bleibt, wenn viele solcher Atome in 
regelloser Orientierung mit einander gemischt vorkommen. 

Im Eïinzelnen konnte nämlich gezeigt werden, dafi wenn eine 
solche Substanz mit der vorausgesetzten inneren Regelmäfigkeit 
der Elektronenanordnung versehen mit monochromatischen Rôüntgen- 
strahlen bestrahlt wird die dadurch hervorgebrachte Sekundär- 
strahlung. nicht (im wesentlichen) gleichmäfig von der Substanz 
aus in den Raum hinein ausgestrahlt wird, sondern Maxima und 
Minima zeigen mu. Dieselben liegen auf Kegeln, deren Axe mit 
der Richtung der primären Strahlung zusammenfällt und deren 


1) Nachr. d. Kgl. Ges. d. Wiss. Gôttingen vom 27. IL. 1915, Ann. der Phys. 
46, 1915, S. 809. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse, 1916. Heft 1. 1 
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Spitze sich im Innern des als klein angenommenen Sekundär- 
strahlers befindet. Damit die fraglichen Maxima und Minima zu- 
stande kommen ist noch obendrein nütig, daB die Wellenlänge der 
benutzten Primärstrahlung von derselben GrüBenordnung, wie die 
gegenseitigen Elektronenabstände ist. Daf diese zweite Forderung 
experimentell erfüllbar sein dürfte, wurde damals geschlossen aus 
einem Vergleich der Wellenlänge der Fluoreszenz-Rüntgenstrahlung 
mit den nach den Bohrschen Quantenansätzen zu erwartenden 
Elektronenabständen. 

Versuche, welche inzwischen von uns in dieser Richtung an- 
gestellt wurden, zeigten den erwarteten Erfolg. Nebenbei aber 
fanden sich in einigen Fällen über den erwarteten Effekt über- 
gelagert anders geartete Interferenzen, welche durch die Schärfe 
der auftretenden Maxima klar erkennen liefen, daB für sie nicht 
die regelmäfige Anordnung der doch voraussichtlich recht kleinen 
Zahl von Elektronen im Atom verantwortlich gemacht werden 
konnte. In dieser vorliegenden ersten Mitteilung wollen wir uns 
auf die Beschreibung und Erklärung dieser einen Erscheinung 
allein beschränken; auf die eigentlichen Elektroneninterferenzen 
und verwandte Erscheinungen beabsichtigen wir in einer späteren 
Mitteilung näher einzugehen. 

Es muf sich bei den fraglichen Interferenzen um eine Er- 
scheinung handeln bei der eine recht grofe Zahl von Strahlungs- 
zentren zusammenwirkt. Ist dem aber so, dann liegt es nahe in 
den Fällen wo die Interferenzen beobachtet wurden, dieselben 
zurückzuführen auf die krystallinische Struktur der durchstrahlten 
Substanz, auch wenn letztere, wie es stets der Fall war als an- 
scheinend amorphes Pulver benutzt wird, oder sogar als ,amorph“ 
in der Chemie bezeichnet wird. Dieser von uns tatsächlich ange- 
nommene Standpunkt mag befremdlich erscheinen mit Rücksicht 
auf das von Friedrich, Knipping und Laue in ihrer ersten Arbeit 
angegebene Versuchsergebnis !) wonach ein fein gepulverter Krystall 
keine Interferenzen mehr aufkommen lie. In Wirklichkeit läft 
sich aber einerseits diese Behauptung, wie die hier mitgegebenen 
Aufnahmen zeigen, nicht aufrecht erhalten, andererseits folgt die 
Erscheinung mit Notwendigkeit aus der von Laue entworfenen 
Theorie der Krystallinterferenzen, wie im Folgenden ausgeführt 
wird. Mit Rücksicht auf unser Endziel bemerken wir, daf die 
in dieser Notiz besprochenen Beobachtungen auch als experimen- 


1) Sitz. Ber. d. Kgl. Bayer. Ak. d. W, 1912, S. 315. 
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teller Beweis für die Richtigkeit der an die Spitze gestellte Be- 
hauptung angesehen werden kôünnen. 

Erklärt man sich mit den nachfolgenden Überlegungen einver- 
standen, dann liefert die Beobachtung der fraglichen Interferenzen 
ein einfaches Mittel, um mit absoluter Sicherheïit über den krystalli- 
nischen oder amorphen Zustand einer Substanz zu entscheiden. Die 
in $ 3 vorgeführte Diskussion dreier Photogramme soll zeigen, wie 
man über die einfache Feststellung einer jener Tatsachen hinaus-. 
gehend die photographische Aufnahme benutzen kann, um den. 
inneren Aufbau des Einzelkrystalls zu. erforschen. Tatsächlich 
gelingt es mit Hilfe einer einzigen Photographie die gegen- 
seitige Lage und die Abstände der Atome im Krystall zu be- 
stimmen, ähnlich wie das bekanntlich Bragg durch die elektro- 
metrische Untersuchung der Reflexion an den verschiedenen Netz- 
ebenen eines groBen Krystalls gelungen ist. Man kann mit 
gutem Grund sogar behaupten, daf diese ganze Frage mit Hilfe 
eines vollständig amorph aussehenden Pulvers nach unsrer Methode 
erheblich leichter beantwortet werden kann, als es durch Beob- 
achtungen an einem grofen gut ausgebildeten Krystalle môglich ist. 

Hat man für irgend eine Substanz die Atomanordnung be- 
stimmt, dann kann man dieselbe in Pulverform auch umgekehrt 
benutzen als Gitter zur Analysierung der auffallenden Strahlung 
nach Wellenlängen. Da natürlich von einer Orientierung der ,amor- 
phen“ Substanz keine Rede ist und auf dem Diagramm eine ein- 
zige Linie des auffallenden Spektrums an vielen (z. B. an 10) ge- 
trennten Orten als klarer schmaler Strich vorhanden ist, dürfte 
die nachher zu beschreibende Anordnung auch zur Bestimmung 
der Wellenlängen, welche in der auffallenden Strahlung vorkommen, 
mit Vorteil anwendbar sein. Unsere Anordnung stellt so anfgefañt 
wohl das einfachste Spektroskop überhaupt dar. 


$ 1. Die Versuche. 

Die zu untersuchende in Pulverform vorliegende Substanz, (es 
wurden u. a. untersucht Graphit, von Kahlbaum bezogenes: amorphes 
Bor, amorphes Silicium, Borstickstoff, Lithiumfluorid usw.) wurde 
in Form eines Stäbchens geprefit mit etwa 2 mm Durchmesser und 
etwa 10 mm Länge') Das Stäbchen wurde aufgestellt in der 
Mitte einer zylinderfôrmigen Camera von 57 mm Durchmesser, 
welche durch einen Deckel lichtdicht abgeschlossen werden konnte. 


1) Gelegentlich war es nôtig, dem Stäbchen durch einen dünnen Collodium- 
überzug einen festeren Halt zu geben. 
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Der Eintritt wurde den Rôntgenstrahlen in diese Camera in hori- 
zontaler Richtung gestattet durch êin längeres in der Mitte mit 
einer Bohrung von 2,5 mm versehenes Bleirô‘hrchen, das in eine 
Messingrühre eingegossen war. Aus der Camera trat das scharf 
begrenzte Strahlenbündel, ohne die Wandung derselben zu be- 
rühren hinaus, verlief dann weiter in ein längeres aus schwarzem 
Papier angefertigtes, an die Camera angeschraubtes Rohr und 
durchsetzte schlieflich den ebenfalls aus dünnem schwarzen Papier 
gebildeten Boden desselben. In dieser Weise war dafür gesorgt, 
daB keine merkliche Sekundärstrahlung an der Camera selbst er- 
zeugt wurde. Tatsächlich zeigte ein mehrmals wiederholter Kon- 
trollversuch, ohne zerstreuende Substanz, der sich über dieselbe 
Zeïitdauer (gewôhnlich zwei, gelegentlich vier Stunden) erstreckte 
wie der Zerstreuungsversuch, keine Spur zerstreuter Strahlung. 

Das Strahlenbündel traf das oben erwähnte Stäbchen in der 
Mitte; die von demselben ausgehende Sekundärstrahlung wurde 
photographisch aufgenommen auf zwei halbkreisfrmig gebogene 
an die Wand der Camera anliegenden Films. Auf denselben konnte 
die Strahlung aufgefangen werden in einem Winkelbereich von 9° 
bis 171° einer Filmlänge von etwa 80 mm entsprechend. Die an 
beiden Seiten fehlenden Bereiche von der jeweiligen Winkelaus- 
dehnung 2 >= 9° waren durch das Vorhandensein der oben er- 
._wähnten Ein- und Austrittsvorrichtung bedingt. Gelegentlich 
wurde zur Vervollständigung der Übersicht über die ganze Er- 
scheinung eine besondere Aufnahme mit einem kleineren, die Aus- 
trittsôffnung bedeckenden Filmstück gemacht. 

Die Primärstrahlung wurde erzeugt mit Hilfe von Rüntgen- 
rôhren, welche einem von Herrn Rausch von Traubenberg ent- 
worfenem Modell im Wesentlichen nachgebildet waren. Sie blieben 
während des Betriebs dauernd an der Pumpe. Die Strahlung 
verlieB die Rôhre durch ein Aluminiumfenster von 0,05 mm Dicke. 
Der Abstand Antikathode — zerstreuende Substanz betrug etwa 
12 cm. 

Die erste Figur von oben auf der beigegebenen Tafel zeigt 
eine Aufnahme mit LiF als zerstreuende Substanz!)}. Der linke 
Rand der Reproduktion ist derjenige, welche der Austritts- 
ôffnung am nächsten lag. Von der Mitte dieser Offnung aus 
zählen wir im Folgenden stets die Winkel, der linke Rand ent-. 
spricht also 9. Man sieht wie auf dem Film kreisfôrmige, scharfe 
Interferenzstreifen auftreten, welche sich gegen 90° hin gerade 


1) Das LiF' bildete ein feines Pulver von dem Aussehen gebrannter Magnesia. 
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strecken um nach Überschreiten von 90° und bei Annäherung an 
180° allmählich wieder in kreisfôrmige Linien mit wachsender 
Krümmung überzugehen. Die Aufnahme zeigt also, wie vom Li F- 
Stäbchen als Mittelpunkt aus besonders groBe Intensitäten auf 
einzelnen Kegeln in den Raum bhinausgestrahlt werden. Der 
Durchschnitt eines solchen Kegels mit dem zylindrisch gebogenen 
Film entspricht einer solchen photographierten Linie. Der Winkel- 
bereich, in dem von einem Raumelement des Stäbchens merkliche 
Strahlung ausgeht, muB jeweilig sehr gering sein. Tatsächlich ist 
nämlich die Breite der photographierten Linien identisch mit der 
Dicke des zerstreuenden Stäbchens und kann also für spektro- 
skopische Zwecke wesentlich verringert werden. 

Bei diesem Versuch stammte die Primärstrahlung von einer 
Kupferantikathode. 

In Fig. 2 ist das Photogramm reproduziert, welches mit dem- 
selben Zi F-Stäbchen jetzt aber bei Bestrahlung mit Rôüntgenlicht 
von einer Platinantikathode erhalten wurde. 

Die Fig. 3 zeigt eine Reproduktion der Zerstreuung von 
samorphen Silicium“ mit Kupferstrahlung erhalten. 

Ganz ähnliche Erscheinungen lieferten auch die anderen oben 
genannten Substanzen. 

Bekanntlich hat zuerst Friedrich!) bei der Durchstrahlung 
von Wachs und Parafin Ringe um den DurchstoSungspunkt der 
Primärstrahlen mit der Platte photographiert. Es blieb damals 
vüllig unklar, wie dieselben zustande kamen. Es fehlen zwar bei 
Friedrich entscheidende Exporimente, auch ist die Konstitution 
der benutzten Substanzen unbekannt. Trotzdem glauben wir nach 
der Schärfe der Ringe in der Reproduktion urteilend, daB auch 
dort regellos gelagerte Kryställchen für die Erscheinung verant- 
wortlich zu machen sind ?). 


S 2 Die Theorie. 


Die Laue-Braggsche Theorie der Krystallinterferenzen fübrt 
bekanntlich zu den folgenden beiden Hauptsätzen : 

I. Fällt ein Rôntgenstrahl auf einen Krystall auf, dann 
kônnen ,reflektierte“ Strahlen entstehen, die man so konstruieren 
kann, als ob sie durch gewôhnliche optische Reflexion an den Netz- 
ebenen desselben hervorgebracht wären. 


1) Phys. Ztschr. 14, 1913, S. 317. 

2) Man bemerke, daB nach dieser Aussage unser Standpunkt bezüglich der 
Friedrichschen Beobachtung sich nicht vôllig mit dem in der Notiz vom 27. II. 
1915 angenommenen deckt. 
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IT. Die in dieser Weïise konstruierten Strahlen sind indessen 
nur dann wirklich vorhanden, wenn die an zwei zugehôrige auf 
einander folgender Netzebenen reflektierte Strahlen einen Gang- 
unterschied aufweisen, der ein ganzzahliges Vielfaches der auf- 
fallenden Wellenlänge ist. 

Die Formeln, welche diese Sätze ausdrücken, schreiben wir 
hier nur für das reguläre System hin!); sie lauten dann folgender- 
mañen: Nennt man den Winkel des monochromatisch vorausge- 
setzten einfallenden Strahls mit der gerade betrachteten Netz- 
ebene w, die (ganzzahligen) Indices dieser Ebene ,, h,, h,, die 
Wellenlänge 1 und die Seitenlänge des elementaren Kubus des 
kubischen Raumgitters a, dann sind zunächst nur solche Winkel 
môglich, welche die Bedingung 


MT 
(1) sing = Vi hi 


erfüllen. Dabei betrachten wir die Indices 3, 2, 1 z. B. als ver- 
schieden von 6, 4, 2 oder 9, 6, 3, damit in Formel (1) zugleich 
die Interferenzen hôherer Ordnung mit enthalten sind. 


Befinden sich die strahlenden Zentren nur in den Ecken des 
Raumgitters und sind sie alle gleicher Natur, dann ist durch (1} 
alles erledigt. Sobald indessen im Elementarkubus mehrere 
strahlende Zentren enthalten sind, kônnen noch gewisse von den 
nach (1) môglichen Reflexionsrichtungen ausfallen, nämlich solche, 
in denen durch Interferenz eine Auslôschung stattfindet. Diesem 
wird Rechnung getragen durch die zu (1) hinzukommende Be- 
merkung, da die Intensität des reflektierten Strahles dem Qua- 
drate des absoluten Betrages des sogenannten Strukturfaktors S 
proportional ist. Letzterer ist durch die Gleichung 


PAT (Dn la + Qn ha + Ty hs) 


n 


(2) s — 

definiert, in der ,, h,, h, die schon obengenannten Indices der 

reflektierenden Netzebene bedeuten, während | 
Pad; Un ®; ar 


die Koordinaten des #t* zum Aufbau des Gitters notwendigen 
Eckpunktes im Elementarwürfel sind. Die Summe Y ist über » 


1) Der allgemeine Fall läft sich ebenfalls ohne Mühe erledigen. Es ist 
dazu nur eine géeignete Kombination derjenigen Formeln nôtig, welche M. v. Laue 
in der Enc. d. math. Wiss. V 24, 5. 457 ff, zusammengestellt hat. 
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alle diese Punkte zu erstrecken und enthält also ebenso viel Glieder 
als Gitter ineinander geschachtelt wurden. 

Abschliefend wird die Bemerkung über die Intensität vervoll- 
ständigt durch die Angabe, daf dieselbe auBerdem noch propor- 
tional ein Ausdruck ist von der Form 


UE En) 
+R + 


) 


in welchem « eine dem Krystall eigentümliche die Beweglichkeit 
des Atoms messende Konstante und T die absolute Temperatur 
bedeutet. Derselbe zeigt, wie die reflektierte Intensität mit zu- 
nehmender Quadratsumme der Indices abnimmt !). 

Läft man nun auf ein regelloses Gemisch von kleinen Kry- 
stallen monochromatische Rôntgenstrahlung auffallen und greift 
eine bestimmte Netzebene h,, h,, h, heraus, dann wird nach (1) 
dieselbe nur dann reflektieren kônnen, wenn sie so orientiert ist, 
da8 der Winkel zwischen dieser Ebene und dem einfallenden Strahl 
den aus (1) folgenden Wert q@ hat. Nun kommt es aber natürlich 
auf die absolute Orientierung der Kryställchen im Raum nicht an; 
die an ,, k,, h, reflektierten Strahlen erfüllen deshalb einen Kegel, 
dessen halber OÜffnungswinkel & den Wert 2œ hat, da die Axe 
des Kegels von dem eïinfallenden Strahl und jede Erzeugende von 
einem reflektierten Strahl gebildet wird. 

Im übrigen ist der fragliche Kegelmantel nicht allein Träger 
der an der betreffenden 4, —h,—h,-Netzebene reflektierten Strahlung. 
Es fallen vielmehr alle Strahlungen in diesem Mantel zusammen, 
welche von Netzebenen herrühren, die aus k,, k,, h, durch Permu- 
tation oder Ersetzung der positiven durch negative Indices ent- 
stehen. In jedem dieser Füälle nämlich bleibt 


R+ +R 


und damit auch nach (1) der Winkel & — 2y ungeändert. Man 
zäbhlt leicht ab, daB es im allgemeinen 48 solche Netzebenen im 
obigen Sinne gibt. Das ist der allgemeine Fall; diese Zabl kann 
aber u. a. erheblich kleiner ausfallen. Es gelten die folgenden 
Regeln: 

«) Sind zwei Indices gleich, dann ist die Zahl der Ebenen 
48 


neo 
o 4 


1) P. Debye, Ann. d. Phys. 43, 1914, S. 49. 
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B) Sind die drei Indices gleich, dann ist die Zahl der Ebenen 
48 
Hodoe 2à 

y) Kommt unter den Indices eine Null vor, dann ist die frag- 
liche Zahl nachträglich noch mit + zu multiplizieren. 

0) Kommen unter den Indices zwei Nullen vor, dann ist die 
fragliche Zahl nachträglich noch mit + zu multiplizieren. 

Eine über 48 hinausgehende Vermehrung der dem betreffenden 
Kegel zugehôrigen reflektierenden Ebenen tritt dann ein, wenn 
es zwei verschiedene Triplets von Indices gibt deren Quadrat- 
summe den gleichen Wert hat (Beispiel: 3, 3, 3 und 5, 1, 1). 
Ordnet man nun schliefilich die Indicestriplets nach steigender 
Quadratsumme, dann entspricht jeder folgenden dieser Summen 
nach (1) ein Kegel mit grôBerer Üffnung. Unsre Behauptung geht 
dahin, daB die von uns photographierten Linien die Schnittlinien 
solcher Kegel mit unsrem kreisfôrmig gebogenen Film darstellen. 

Ist dem so, dann mufi es môglich sein nach Ausmessung der 
den Einzellinien entsprechenden Kegelôffnungen 29, festzustellen, 
daf die aufeinander folgenden Werte von sin? 5 in Überein- 
stimmung mit (1) sich wie ganze Zahlen verhalten. Unsre Auf- 
nahmen erfüllen, wie im nächsten Paragraph gezeigt wird, tat- 
sächlich diese Forderung. 

Über dieses hinausgehend zeigt sich aber, daB eventuell 
zwischendurch gewisse Kombinationen von ganzen Zahlen in den 
nach steigender Quadratsumme geordneten Indicestriplets als Linien 
auf dem Photogramm vollständig fehlen. Das ist jeweilig nur auf 
Grund einer speziellen Bauart des Strukturfaktors zu verstehen, 
der dann für solche Richtungen verschwinden muB. So ist man 
imstande aus den fehlenden Linien auf den Bau von S und damit 
auf die gegenseitige Lage der als strahlende Zentren angenommene 
Atome zu schliefien. Letzteres ist im Wesen identisch mit der 
Braggschen Schlufweise. Der skizzierte Weg führte z. B. zu der 
Feststellung (vgl. den nächsten $ 3), da8i LiF ein Gitter bildet 
wie NaCI, KCI u.s.w., dessen Eckpunkte abwechselnd mit Li- 
Atomen und F-Atomen besetzt sind, während das sogenannte 
amorphe Silicium eine Gitterstruktur aufweist, welche mit der von 
Diamant identisch ist. Diese letzte Feststellung ist besonders 
deshalb interessant, weil Si im periodischeu System unmittelbar 
unter C steht. 
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$ 3 Diskussion dreier Beispiele. 


a) Fig. 1 zeigt eine Reproduktion des bei Bestrahlung eines aus 
äuferst fein gepulvertem Li F gepreBten Stäbchens erhaltenen Films 
in natürlicher GrôBe. Die Primärstrablung bestand wesentlich nur 
aus der X-Serie der Cu-Antikathode. Auf dem Original waren im 
ganzen 16 Linien zu erkennen. Die Ausmessung der Photographie 
ergab für den jeweiligen halben Offnungswinkel 9 des zugehôrigen 
Kegels die in Spalte 2 der Tabelle I in Grad angegebenen Werte. 
Die erste Spalte enthält die Bezeichnung s. s. — sehr schwach, 
s. — schwach, m. — mittel, st. — stark, welche eine ungefähre 
Schätzung der Linienschwärzung bedeuten sollen. Die Haupt- 
intensität der Cu-Strahlung wird bekanntlich nach Moseley ge- 
führt von der «-Linie (Wellenlänge 1,549 . 10"*cm), die zu der- 
selben Serie gehôürige zweite Linie an Intensität ist die B-Linie 
mit einer Wellenlänge von 1,402 .10% cm. Der erste Schritt zur 


Entwirrung der in Tabelle I gegebenen Werte von sin © bestand 


nan darin, daf nach Verhältnisse von der Grüfe ee gesucht 


wurde, denn wenn die «- und B-Linie an der gleichen Netzebene 
reflektiert vorkommen, müssen sich nach (1) die zugehôürigen Ver- 


hältnisse von sin & wie die Wellenlängen verhalten. 


Das führte unter Berücksichtigung der angegebenen Inten- 
sitätsverhältnisse zu einer Ausscheidung von 6 Linien. Die übrigen 
in der Tabelle I grofgedruckten Zablen wurden nun als zur 
a-Linie allein gehôrig betrachtet. Jetzt galt es, für diese die 
Indices der reflektierenden Ebenen zu finden. Es zeigte sich bald, 
daB nur ein Gitter abwechselnd mit Zi- und F-Atomen in kon- 
stanten Abständen besetzt paBte. Die ZLi-Atome sowie die F- 
Atome eines solchen Gitters gehen nämlich je aus der Parallel- 
verschiebung eines Würfels mit besetzten Mitten der Seitenflächen 
hervor. Von den Li-Atomen sind also als Grundstock im Ele- 
mentarwürfel 4 Exemplare anzunehmen, für welche das Schema 
gilt 


P, = 0, & = 0, r, = 0, 
Pa = 0, D = Ts = À 
Ps = à 4 = 0, Ts = 
Pi = À; U = à r, = 0. 


10 _ P. Debye und P. Scherrer, 


Tabelle I (ZiF, Kupferstrahlung). 


20 
[el 
& sin Ÿ/2 

: ph leg sin Ÿ us y, le RER Zahl der | Intonsität 
© 
(ee) 

Sué 30,0 0,259 1e, 1 0,150 8 — 
s. 38,8 0,290 Lei 0,168 8 _ 
st. 37,8 LE : a (EE 1 0,187 8 3,85 
st. 44,2 0,377 | 2,0,0. 0,189 6 10,2 
s. 56,2 0,472 2, 2, 0. 0,167 12 — 
st. 63,8 0,528 | 2,9, 0. 0,187 12 10,2 
8. 8. 67,4 0,554 CET 0,167 mn _ 
CS 71,4 0,583 2, 2, 2 0,168 8 = 
m 76,6 | 0,620 | 3,1,1 0,187 24 3,15 
m. 80,8 0,647 | 92,9,2 0,187 8 4,51 
m 97,8 0,753 | 4,0,0 0,188 6 1,86 
s. 111,0 0,824 | 3,3,1 0,189 24 1,82 
st. 116,0 0,848 | 4,2, 0 0,190 24 8,10 
st. 114,6 0,932 | 4,2,2 0,190 24 6,75 
sat 158,2 0,978 4, 4, 0 0,172 12 = 
st. | 166,6 0,993 | [3 3 3 0,191 , 1,71 

510 24 


w 
s 


Entsprechend gilt für die F-Atome 


BD = 5 h = À NE h 
Ps = h UD = 1, =, 
Ps = À, dB = h rs = 1, 
Pa = 1, a = 1, Fr, = à: 


Bildet man nun mit Hilfe dieser Angaben den Strukturfaktor 
S, dann findet man 


(3) ae (A, a Po + Ro + sa | 
1 + Ad (lg + hs) HE ei (Rs + hi) £ 7 Cu + id à 


wenn À,, die vom Li-Atom und 4, die vom F-Atom zerstreute 
Amplitude bedeutet. 

Aus der angegebenen Form von S folgt 

«) Netzebenen mit gemischten Indices reflektieren nicht, 

B) Netzebenen mit ungeraden Indices reflektieren eine Inten- 
sität, welche proportional 16 (4,,— 4,)° ist, 
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y) Netzebenen mit geraden Indices reflektieren eine Intensität, 
welche proportional 16 (4,,+ 4,) ist. 

Nun ist À, sicher wesentlich kleiner als A,, der die Atom- 
gewichte von Li resp. F:7 resp. 19 betragen, die unter B) und 
y) genannten Ebenen sollen also beide merklich reflektieren. 

Ordnet man nun die Indicestriplets nach steigenden Quadrat- 
summen und läfit mit Rücksicht auf «) die gemischten Indices fort, 
dann bekommt man die in Tabelle I in der vierten Spalte grof 
gedruckten Zusammenstellungen. Ist nun das Modell richtig, dann 
muf jede beobachtete Linie denselben Wert von 

sin ®/2 


VAR + 


liefern. Das dem tatsächlich so ist, zeigen die grofigedruckten 
Zahlen der fünften Spalte. Der kleine Gang der Zahlen von 0,187 
bis 0,191, der übrigens nur etwa 2°) ausmacht ist auferdem leicht 
erklärlich durch den Umstand, daB das Stäbchen in der Camera 
nicht genau im Mittelpunkt gestanden hat. 


Eine Kontrolle liefert die Ausführung derselben Rechnung an 
den in kleinem Druck angegebenen auf die B-Linie bezüglichen 
Zahlen der Tabelle. Auch sie liefern eine gute Konstanz des oben 
genannten Verhältnisses und bestätigen damit das Modell von 
Neuem. Die zu alleroberst in der Tabelle I aufgeführte, sehr 
schwache Linie bildet die einzige Ausnahme. Sie ist nicht mit 
Sicherheit reell. Wir führen sie trotzdem mit auf, weil die Ta- 
belle den tatsächlichen Gang der Beobachtungen entsprechen soll, 
bei welcher zuerst der Film ausgemessen wurd ohne eeine Tabelle 
der erwarteten Gesetzmäfigkeit zur Hand zu haben, während 
nachher die Gesetzmäfigkeiten an Hand der Zahlen festuestellt 
wurden ohne die Aufnahme weïter zu berücksichtigen. 

Tabelle I wird vervollständigt durch eine 6. Spalte, in der 
für jede Linie die Zahl der mitwirkenden Netzebenen angegeben 
ist. In der 7. Spalte stehen die mit Hilfe dieser Zahl und mit 
Rücksicht auf das im vorigen Paragraph hervorgehobene Resultat 
über die Abhängigkeit der Intensität von h?+ + 8h? für dieselbe 
ausgerechneten Werte. Da es sich nur um Werte handelte, welche 
den rohen Intensitätsschätzungen der ersten Spalte gegenüber zu 
stellen sind, wurde « = 0 gesetzt und damit der Einfluf der 
Wärmebewegung aufer Acht gelassen. À, wurde gleich 7; À, 
gleich 19 gesetzt.. Die Zahlen widerspiegeln nur im Groben den 
Gang der Angaben aus Spalte 1. 
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Aus den auf die a-Linie bezüglichen Mittelwert der Spalte 5 
folgt unter der Annahme 4, — 15549 . 107 cm aus (1) für die 
Seitenlänge des Elementarkubus des LiF: 

as M4 TL i0 cm. 
Aus den B-Linien der Aufnahme folgt mit 4, — 1,402. 10 em 
a ="417 10" cm: 


Beide Grôfen stimmen innerhalb der zu erwartenden Beob- 
achtungsfehler mit einander überein. 

b) Die zweite Figur der Tafel zeigt eine Aufnahme der Zerstreu- 
ung an demselben Zi F-Stäbchen, nunmehr aber mit Platinstrahlung 
bestrahlt. Man sieht, wie jetzt die Linien näher zusammengerückt 
und in grôüferer Zabhl als bei der vorigen Aufnahme vorhanden sind. 
Da$ dieses mit dem kleineren Wert für 4, = 1,316 . 10 cm der hier 
wirkenden Z-Strahlung von Platin ohne weiteres zusammenhängt, 
zeigt die Tabelle IT zahlenmäRig. Dieselbe ist genau so wie die 


Tabelle II (ZiF, Platinstrahlung). 


En 

[= 

R sin #/2 

: si sin À TR RENE Zahl der | Intonsität 

Q 

u2 

m 28,6 0,247 SE D 0,143 8 — 

st 32,8 0,283 Lie 0,164 8 3,85 

st 38,2 0,327 2, 0, 0. 0,163 6 10,2 
M.—S$ 43,6 0,372 2 20: 0,132 12 — 

m 54,2 0,456 2, 2, 0. 0,165 12 10,2 

8 65,8 0,543 les. 0,164 24 3,15 

s 69,2 0,568 2, 2, 2. 0,164 8 4,51 
s. S 75,8 0,614 4552, 10: 0,137 24 —_ 
s. 8 81,8 0,655 4, 0, 0. 0,164 6 1,86 
8. s 90,6 0,710 3, But 0,163 24 1,82 
m.—s 93,6 0,729 4,2, 0. 0,163 24 8,10 
mM.—s 105,8 0,797 4, 9, 2. 0,163 24 6,75 
$S. 8. 8. 109,6 0,817 5,08, 4: 0,138 48 — 

8 115,4 0,845 k ÿ | 0,163 * 1,71 

FA EN 24 d 

m 134,4 0,922 4, 4, 0. 0,163 12 2,54 

m 149,2 0,964 5, 3, 1. 0,163 48 1,71 

st. 155,4 0,975 fs 4, . 0,162 FA 5,63 

6, 0, 0. 
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vorhergehende eingerichtet und enthält die der «-Strahlung zu- 
kommenden Linien ebenfalls gro8 gedruckt. Die auf Grund der 
Wellenlänge 1, — 1,121. 10% cm der B-Linie zuzuschreibenden 
Streifen sind im kleinen Druck angegeben. Spalte 5 zeigt, wie 


vorzüglich konstant der Wert von sin © / Vhi+hi+h für die 


a-Linie ist. Alle Ebenen, welche überhaupt strahlen kônnen, sind 

tatsächlich in der Tabelle vertreten. Aus dem aus der Tabelle 

folgenden Mittelwert 0,1634 für jenes Verhältnis ergibt sich mit 

_ À, — 1,316 . 10% cm für die Seitenlänge a des Elementarkubus 
bei LiF: 

a, 14,03. 107% cm. 


Bei der vorher besprochenen Aufnahme desselben Materials 
mit Cu-Strahlung wurde dafür als Mittelwert 


a — 4,14.10"% cm 


erhalten. 

c) Fig. 3 zeigt eine Aufnahme mit ,amorphen“ Silicium als 
strahlende Substanz. Schon rein äuferlich betrachtet zeigt sie 
den Zusammenhang der photographierten Interferenzen mit der 
Krystallstruktur durch das Auftreten kleiner stärker geschwärzter 
Pünktchen, welche auf den Linien zerstreut sind. Diese rühren 
offenbar von etwas grôBeren Kryställchen her, die in ihrer zu- 
fälligen Lagerung gerade richtig orientiert waren, um die Cu- 
Strahlung reflektieren zu kônnen. So liefert diese Aufnahme schon 
qualitativ betrachtet eine Bestätigung unsrer Ansicht. Daf diese 
auch quantitativ stattfindet, soll durch die Zahlen der Tabelle III 
gezeigt werden. Sie ist ebenso angeordnet wie Tabelle I. Der 
einzige Unterschied besteht darin, daf nun nicht dasselbe Modell 
wie bei LiF zur Erklärung pate. Es fehlen jetzt nämlich nicht 
allein die gemischten Indices bei den nach steigender Quadrat- 
summe geordneten Triplets der Spalte 5, sondern auferdem noch 
die geraden Indices, deren Summe (4, +h,+/h,) kein Vielfaches 
von 4 ist. Das Fehlen dieser Indices bei der Reflexion im mono- 
chromatischem Licht ist aber für das Braggsche Diamantmodell 
charakteristisch. Dasselbe enthält nämlich im Elementarwürfel 8 
Grundpunkte, von denen aus das Gitter aufgebaut werden kann, 
mit den relativen Koordinaten 


P, = 0, 4 = 0, r, = 0, 
Ps = 0, de = à rs = 
Ps = M VA Er 0, rs = ÿh 
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Pa = à, da = h re ——+ 0, 
= À — 4 = À 
Ps ) Ps 41 5 41 
muet nel ts æ 8 
Ds — h de 41 re Ti 4 
Len +1 re 
Pr = À, Ptit À M = À; 
— me —— 
Ps = À, ds 2 r, = À 


Dieser Zusammenstellung entsprechend hat der Strukturfaktor 
die Form: 


| 1% (+ ht hs) 
S — |1+e | 
24 6 On) 4 a) Ga HN 


und zeigt die eben genannten zur Einordnung der Zahlen der 
Tabelle nôtigen Eigenschaften. 


Tabelle III (Si, Kupferstrahlung). 


20 
| 
& sin Ÿ/2 eee 
É in Grad sin Ma; hs, ls RTRCR Fe Lin c ds 
QO 
u2 
CRT + 26,0 0,225 111408: 0,130 = 
st. 28,8 0,248 | 1,1, 1. 0,143 8 1,38 
38. 43,2 0,369 2/9; 10; 0,130 12 — 
st. 47,8 0,405 | 2, 2, 0. 0,143 12 1,50 
s. 51,8 0,437 CAL EL 0,132 24 — 
m.-st| 56,2 0471 | 8, 1, 1. 0,142 24 1,09 
s. 8. 63,0 0,522 4, 0, 0: ’|: 0,131 — 
m. 68,6 0,563 | 4,0, 0. 0,141 6 0,275 
m 76,6 0,620 | ë, 32%. | 0,142 94 | 0,630 
s. 88. 81,2 0,651 4, 2, 2. 0,133 24 — 
m.-st.| 87,4 0,691 | 4,2, 2. 0,141 94 1,00 
m. 94,8 | 0,736 p É a 0,142 | ‘| 0,595 
5'L L 24 
8.5. 8: 99,0 0,760 La ot og 0,134 12 — 
sm! 107,2 0,805 | 4, 4, 0. 0,142 12 0,375 
m._st.| 1140 0,839 | 5,3, 1. 0,142 48 0,690 
m.-st.| 127,4 0,896 | 6, 2, 0. 0,142 24 0,600 
“28.8. 132,4 0,915 FETE 0,132 8 — 
m. 136,0 0,927 | 5,5, 8. 0,141 24 0,278 
8. 146,2 0,957 L AE Tr © 0,134 48 — 
m. 158,8 0,983 | 4, 4, 4. 0,142 8 0,167 
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Aus dem Mittelwert der zu Cu, gehürigen grof gedruckten 
Zahlen der 5. Spalte ergibt sich für die Kantenlänge des Ele- 
mentarkubus bei Si der Wert 


t=—10,40 1010, 
Die auf die B-Linie bezüglichen in kleinem Druck angegebenen 


Zahlen ergeben mit der eben genannten Zahl in guter Überein- 
stimmunge den Wert 


a — 5,91 .410%%cm. 


Der kürzeste Abstand zweier Si-Atome beträgt  somit 
2,33 . 10° cm. 


, 


Gôüttingen, Phys. Inst. theor. Abt. 8. Dez. 1915. 
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Von 
P. Debye und P. Scherrer. 
Hierzu eine Figur und 2 Photogramme, Figur 4 und 5 auf Tafel I. 


Vorgelegt von Herrn D. Hilbert in der Sitzung vom 18. Dezember 1915. 


Nachdem experimentell klargestellt ist, da$ ein ungeordnetes 
Gemisch kleinster Krystallstückchen Interferenzen zu erzeugen im 
Stande ist, die vollständig quantitativ diskutierbar sind, liegt es 
nahe als zweiten Schritt auf dem Wege zum Atominneren das 
Einzelmolekül als solches folgen zu lassen. Tatsächlich ist doch, 
angesichts der groBen Erfolge, welche die Strukturformel bei der 
Lüsung chemischer Fragen aufweist, unbedingt zu fordern und zu 
erwarten, daB sie uns auch ein richtiges geometrisches Bild der 
Atomanordnung im Molekäül liefert. Ist dem aber so, dann besteht 
zwischen einem Krystall und einem chemischen Molekül kein prin- 
zipieller Unterschied. Beide doch haben die charakteristische Eigen- 
schaft gemeinsam die Atome in einer regelmäfigen Anordnung zu 
enthalten. Allerdings ist bei Krystallen diese Regelmäfigkeit viel 
einfacherer Art als beim Einzelmolekül, auch ist ein gewaltiger 
Unterschied in der Zahl der Einzelteilchen, welche in beiden Fällen 
am Aufbau beteiligt sind und schliefilich ist wohl ein einzelner 
Krystall aber nicht ein Einzelmolekül experimentell zu fassen, 
Gerade der letzte Punkt ist nun aber als Schwierigkeit durch 
unsre Grundüberlegung überwunden und so steht der Untersuchung 
des Moleküls kein ernst zu nehmendes Hindernis mehr im Wege. 
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Es mu môglich sein auch mittels eines Gemisches regellos orien- 
rierter Einzelmoleküle bei Bestrahlung mit Rüntgenstrahlen beob- 
achtbare Interferenzen zu erzeugen und letztere zu verwenden, 
um die Anordnung der Atome festzustellen. Die Methode weist 
dabei über das chemisch erreichbare hinaus, indem sie z. B. zugleich 
gestattet die in Frage kommenden Abstände der Atome absolut 
in cm anzugeben. 

Die Theorie, welche der Erreichung dieses Zieles dienen soll, 
ist vollständig in einer früheren Mitteilang über Zerstreuung von 
Rüntgenstrahlen') enthalten. Das Resultat der dortigen Über- 
legungen wird in $ 2 kurz zusammengefaft. 


$ 1 Versuche. 


Als einwandfreie Substanzen kommen mit Rücksicht auf unsre 
erste Mitteilung nur gewôhnliche Flüssigkeiten in Betracht, bei 
denen der Vorwurf einer mikrokrystallinischen Struktur ausge- 
schlossen ist. Der Apparat, welcher dortselbst, sofern er für 
feste Kôürper Verwendung gefunden hat, beschrieben ist, wies mit 
Rücksicht auf die Benutzung von Flüssigkeiten einige Zusatz- 
teile auf. 

Im Deckel der Camera befindet sich ein Loch mit Stutzen, in 
den ein kleines zylinderfürmiges Messinggefäf eingesetzt werden 
kann. Dasselbe hat oben eine kleine ZufluBrôhre, nach unten 
endigt es in einer Düse von 2 mm Bohrung, deren Mittellinie mit 
der Axe der Camera zusammenfällt. $Seitlich an diesem Gefäfe 
ist ein Überlauf angebracht in Form eines einige Male um das- 
selbe geschlungenen Rôhrchens. Damit ist erreicht, daf zwar 
Flüssigkeit nach Aufen austreten, aber kein Licht in den Zer- 
streuungsapparat eintreten kann. 

Der Boden der Camera weist in seinen Mittelpunkt eingesetzt 
einen Trichter auf, dessen Rand nach Innen umgebogen ist, erst- 
genannter korrespondiert durch ein zweimal HE Rohr mit 
der Aufenluft. 

Wird das obere Gefäf mit Flüssigkeit gefüllt, dann läuft die- 
selbe durch ein zur Regulierung der Stromlinien angebrachtes Me- 
tallnetz in die Düse, verläft letztere in Form eines glatten freien 
Strahls, wird ohne daf sie spritzen kann aufgefangen durch den 


1) Nacbr. d. K. Ges. d. Wiss. Gôtt. vom 27. Febr. 1915, Ann. d. Phys. 46, 
1915, $S. 809. Für den einfachsten Spezialfall zweïer strahlenden Zentren 
wurden die entsprechenden Uberlegungen ausgeführt von Hrn. Ehrenfest. Die 
betreffende Notiz wurde ebenfalls am 27. Febr. 1915 der Amsterdammer Akade- 
mie vorgelegt. 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1916. Heft 1. 2 
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eben genannten Trichter und nach aufen weitergeleitet. ÆEin nicht 
aussetzender Betrieb wird dadurch ermôglicht, daB die den Zer- 
streuungsapparat verlassende Flüssigkeit im Reservoir einer kleinen 
Pumpe aufgefangen wird, die dauernd Flüssigkeit in das obere 
SammelgefäB hinein pumpt und so einen Kreiïslauf zu Stande bringt. 

An Stelle des Stäbchens unsrer früher beschriebenen Versuche 
ist also jetzt der Flüssigkeitsstrahl getreten. Die von der be- 
strahlten Stelle desselben ausgehende zerstreute Strahlung wird 
wie früher auf zwei Films aufgefangen und photographiert. 
Gelegentlich wurde auch ein Film vor das Loch gestellt, durch 
welches der Rüntgenstrahl die Camera verläft. So war es müg- 
lich die nächste Umgebung der Austrittsstelle 8 — 0° zu unter- 
suchen. 

Auch wurde vereinzelt die zu untersuchende Flüssigkeit in 
ein enges paraffiniertes Rôhrchen aus dünnem Papier gegossen 
und als ,Stäbchen“ aufgestellt. So ist es müglich, sehr geringe 
Flüssigkeitsmengen (einige mm°) zu untersuchen ohne Verlust und 
ohne daB die Wandung des Behälters wesentlich stôürt. Bei den 
Versuchen, welche wir hier besprechen, ist indessen die ,Strahl“- 
methode stets benutzt worden, damit jede Komplikation von vorn- 
herein vermieden ist. 

Die Tafel zeigt in den unteren zwei Reproduktionen das Re- 
sultat eines Zerstreuungsversuchs mit Benzol. Die beiden Bilder 
stellen Aufnahmen dar, bei denen der Rôntgenstrahl den Film 
durchsetzte, wobei er den mittleren stark schwarzen Fleck erzeugte. 
Um diesen vom direkten Fleck durch einen klaren Zwischenraum 
getrennt, zieht sich ein unscharfer Interferenzring. DaB dieser 
nicht mit einer eventuellen Zerstreuung des primären Strables in 
der photographischen Schicht zusammenhängt, zeigt erstens der 
eben erwähnte klare Zwischenraum. Zweitens lieferte ein Versuch 
ohne zerstreuenden Flüssigkeitsstrahl nur den Mittelfleck. Drittens 
zeigen auch die Aufnahmen mit seitlichen Films, bei denen der 
Primärstrahl überbaupt frei ein- und austritt den fraglichen Ring, 
soweit er eben diese Films noch treffen kann. 

Die rechte Aufnahme wurde mit Kupfer Æ-Strahlung, die 
linke mit Platin Z-Strahlung erhalten. Die Durchmesser der 
Ringe betragen 17,9 mm und 14,9 mm und haben das Verhältnis 
1,20. Dasselbe steht in Übereinstimmung mit dem Verhältnis der 
Le to = 18. Damit wird der 
Interferenzcharakter der Ringe zahlenmäfig belegt. 

Die seitliche Aufnahme zeigt noch schwache Interferenzen weit 


benutzten Wellenlängen 
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über den reproduzierten Ring hinaus, dieselben sind aber so wenig 
ausgeprägt, da sie bei einer Reproduktion schlecht sichtbar sein 
würden. Sie sind aber natürlich für die ganze Frage von grofer 
Wichtigkeit, wir beabsichtigen in einer ausführlicheren Mitteilung 
die photometrierte Intensitätsverteilung durch eine Kurve darzu- 
stellen und zu diskutieren ‘). 

Schon an den reproduzierten Aufnahmen ist indessen der be- 
sondere Charakter der neuen Interferenzen zu erkennen. Von 
einer Schärfe, wie sie uns bei den Reproduktionen der Zer- 
streuungen ,amorpher“ Pulver entgegentrat, ist nicht mehr die 
Rede. Dadurch schon zeigen sie, daf sie nur durch Zusammen- 
wirkung weniger Zentren entstanden sein kônnen. 

Aufer bei Benzol wurden ähnliche Interferenzen festgestellt, 
u. À. bei Hexan, Methylalkohol, Aethylalkohol, Wasser. Das 
Wasser zeichnet sich dadurch aus, daB das erste Interferenz- 
maximum erst bei dem verhältnismäfig grofen Winkel & — 27° 
auftritt. 


$ 2. Die Theorie und ihre Anwendung auf Benzol. 


In der oben zitierten Arbeit wurde Folgendes festgestellt : 

Bestrahlt man N'Teiïlchen mit monochromatischer Strahlung 
von der Wellenlänge 2 und enthält jedes dieser Teilchen eine 
Reïhe von Elektronen, welche in unveränderlichen gegenseitigen 
Abständen angeordnet sind, dann ist das Verhältnis V der in der 
9-Richtung im Abstande À ankommenden Intensität zur auf- 
fallenden gleich 
Ne 1 1+cos°# sin[2ke, sin 


NS CN DS OC OU 
CR 2 nm 


RES 


wiess 


Ë ES, m Si 


Dabei ist s die Ladung und w die Masse eines Elektrons, 
ec die Lichtgeschwindigkeit und 4 — 2x/41 Die Grüfe s,, be- 
deutet den Abstand des nten vom mten Elektron, die Summen 
sind über alle Elektronen eines Teilchens zu erstrecken. 

Die in der jetzigen Mitteilung besprochenen Interferenzen be- 
ziehen sich auf den Fall, da die Atome noch als Ganzes für uns 
in Betracht kommen, das heïift, wir achten nur auf diejenigen Er- 


scheinungen, bei denen ks,,, = 2x ne Null gesetzt werden kann 


1) Mein Freund P. P. Koch hat die Ausmessung mit Hilfe seines regi- 
strierenden Photometers veranlaBt. 


DE 
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für alle Elektronen, die zu einem Atom gehôren, ein Übergangs- 
fall auf dessen besondere Wichtigkeit unsre Versuche uns auf- 
merksam machten. In dieser Näherung geht (1) über in 
Ÿ 
. sin[2ks, sin &| 
CR 
we RAT Er et 
2 
wenn nunmehr die Atome selbst die Indices # oder ”# tragen, 
Sym der Abstand vom nten zum mten Atom bedeutet und 4, 
resp. z, die Zahl der Elektronen ist, welche das nte resp. mte 
Atom enthält. Für uns ist hier nicht der Absolutwert des Ver- 
hältnisses V von Bedeutung; bemerken wir dann, da8 die Zabl 
der Elektronen mit groBer Wahrscheinlichkeit dem Atomgewicht 
À proportional gesetzt werden darf, dann geht (2) über in 


sin [2 LS, m SN 5] 


2’) fe en 4 : 
"." (24, sin 5] 


Die Formel zeigt, wie wesentlich nur die Atome mit grôBerem 
Atomgewicht zur Interferenz beitragen und enthält implicite die 
Behauptung, da8 für genügend lange Wellen die von einem Atom 
zerstreute Energie dem Quadrate des Atomgewichts proportional 
ist, wie das schon früher behauptet wurde!) . 

Die zu (2°) führende Ersetzung von der Elektronenzahl z durch 
das Atomgewicht À ist natürlich nur näherungsweise gestattet, 
in Wirklichkeit müfte man statt À ,Stellenzeiger im periodischen 
System“ lesen um genau zu sein. Für unsre Frage ist aber zu- 
nächst das Atomgewicht À in (2°) genau genug. 

In Benzol (C6Hs) bilden nach Annahme chemischerseits die 

C-Atome ein reguläres Sechseck, es schien uns interessant, dieses 
wenn môglich mittels Interferenzen nachzuweisen und die Ab- 
stände der C-Atome von einander zu messen. Die Theorie läft 
auf Grund von (2) Folgendes erwarten. 

Zunächst bemerken wir, daf in der Summe als Faktoren der 
Sinusfunktion die Zahlen 


DS AD ALES LUN RUE 
mit Rücksicht auf C — 12 und H — 1 vorkommen. Von den 


1) Man beachte indessen die loc. cit. formulierten Bedingungen für das Zu- 
treffen dieser Behauptung. Für die übliche Rüntgenstrahlung dürften dieselben 
für die Atome mit niedrigem Atomgewicht erfüllt sein. 
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entsprechenden Gliedern werden wir nur die mit dem Faktor 144 
beibehalten, die anderen verschwinden dagegen vüllig oder halten 
doch jedenfalls beinahe gänzlich zurück, d.h. wir brauchen nur 
die sechs C-Atome allein zu berücksichtigen. Streichen wir den 
nunmehrigen allen Gliedern gemeinsamen Faktor 144, dann wird 
- D. 
: sin Ë ES, y SN 3 
Fp 1+cos"® SES A nie rase à 1 

2 nm 0 

[2 ES, m SN 5 


Numerieren wir die Atome von 1 bis 6, dann ist, wenn der 
Abstand 1—2 gleich a gesetzt wird 


Si —0, S,—Aa, ESA Er Su = 24, s,, = a V3, Sie — 4 


Sy — À; Sy = 0, S3s — 4, Sa V8, Sy — 24, Sy — AN B 


Die obige Summe ergibt also ausgerechnet 


sin Ë kasin 5 sin Ë V3kasin CA 


2 
(2 k a sin 5 Ë V3ka sin 5 
sin Ë k a sin 5 
ce 
\4 ka sin 7 


wenn der Faktor 6 wieder weggelassen wird. 


Zur Berechnung wurde zunächst die Funktion _— ausge- 


wertet und durch eine Kurve dargestellt für Werte von u — 0 
bis « — 28x!). Setzt man 


À 
Akasm— —u, 


2 
dann wird 
RTE | 
sin — sin u 2 
, 1+ cos’ ÿ L 2 2 sin 
(3) Var 5 1+2 +2 5 + - 
2 Lu 


1) Frau P. Scherrer-Sonderegger hatte die Freundlichkeit, die nôtigen Rech- 
nungen zum Teil zu übernehmen. 
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sin k 
konstruierten 


Die Klammer ist nunmehr mit Hilfe der für 


Kurve leicht als Funktion von w zu zeichnen. Das geschab für 
das Intervall « — 0 bis u — 20x, damit ist die nôtige theoretische 
Grundlage zum Verständnis der beobachteten Interferenzfigur ge- 
bildet, denn wenn auch im allgemeinen eine Kenntnis von ka — 
2xa/à nôtig ist, damit der Verlauf von V als Funktion des Win- 
kels # selbst übersehen werden kann, so erübrigt sich das doch für 
kleine Werte von #, für welche cos 8 — 1 und sinÿ — 9 gesetzt 
werden darf. Hier ist näherungsweiïse 


u = 2ka® 


und die Klammer als Funktion von w stellt von selbst den an- 
fänglichen Verlauf as Funktion von # dur, da ja uw ® ist. 
(Vgl. die Figur auf $S. 8, welche indessen ohne Benutzung dieser 
Näherung gezeichnet ist.) 


$ 8. Theorie und Erfahrung. 


Die Figur für V fängt bei & —0 mit der Ordinate 6 an. 
Nach einem sehr steilen Abfall bis auf 0,6 zeigt sie zunächst eine 
kleinere und dann eine stärker ausgeprägte Erhebung, an welche 
wieder recht willkürlich aussehende weitere Erhôhungen und Ver- 
tiefungen anschlieBen. Indem wir hier nicht über das in der Re- 
produktion gebotene hinausgehen, identifizieren wir die zweite 
stärkste Erhebung mit dem dort sichtbaren Ringe. Zur weiteren 
Begründung dieser Wahl seien zwei Bemerkungen angeführt. 

a) Die Kurve ist berechnet nach (3'), d. h. für den Fall, daf 
die Strahldicke als unendlich klein im Vergleich mit dem Radius 
der Camera angesehen werden kann. Tatsächlich ist bei dem 
kleineren Winkelabstand des Interferenz-Ringes vom M,ttelpunkt 
das nicht ohne Fehler môglich. Eine graphische Konstruktion, 
deren Einzelnheiten wir übergehen, zeigte, da durch die Berück- 
sichtigung der Strahldicke das erste kleinere Maximum erheblich 
an Hôhe einbüft, während das zweite im Wesentlichen von der 
Umkonstruktion unberübrt bleibt, 

b) Die Temperaturbewegung der C-Atome, welche wie aus 
cel ) zu schlieBen ist, erhebliche 
Grad 
Amplituden aufweisen dürften, wird im selben Sinne, wie das früher 
für Krystalle ausgeführt wurde, eine mit 9 stark wachsende Ver-: 
flachung der ganzen Kurve zur Folge haben. 


der groBen Molekularwärme (e7 


Interferenzen an regellos orientierten Teilchen im Rôntgenlicht. I. 23 


Re RIRE 
TSF ÉSRERR ARE 
_ LENS Sad 
sr SAT 
| SSP ARRREE 

een RON ER RE ES 
_ LT Ses 
_L'SSERSShRESRE 


a — 


24. P. Debye und, P. Scherrer, 


Das wesentliche Maximum findet sich nun der Rechnung 
nach bei | 
u = D0 x, 
andererseits beträgt, wie aus der Ausmessung der Aufnahme für 
Cu-Strablung hervorgeht der Winkelabstand des Interferenz- 
maximums vom Mittelpunkt 

# —=115°. 
Aus diesen beiden Angaben berechnet sich 


œ 
ER = 3,98 


und da die benutzte Wellenlänge 1,55 .10"* cm beträgt 
a = 6,2.10"* cm. 


Aus der Aufnahme schliefen wir also, daB der Durchmesser 
des Kohlenstoffringes den verhältnismäfig grofen Wert hat 


2a = 12,4.10% cm. 


Von besonderem Interesse für das Urteil über den Bau des 
Benzolmoleküls wird die obige Angabe, wenn man ihr den Raum- 
inhalt gegenüberstellt, den ein Benzolmolekül in der Flüssigkeit 
zur Verfügung steht. Die Dichte des Benzols beträgt bei 20° 
0,880, andererseits befinden sich in 78 g Benzol 6,18.10* Moleküle, 
also steht einem Molekül im Mittel ein Raum von 


78 
0,880. 6,18.10* 


zu. Die Fläche, welche einem Ringe vom Durchmesser 
2 a41==:12,47107%cm 


angehôürt, beträgt 121.107% cm’, also kann die ,Dicke“ eines 
solchen ringfôürmigen Moleküls hôchstens 


144.107** 
PAS (ra 


sein. Auch diese Überlegung läft also auf ein sehr flach gebautes 
Molekül schliefen. 

Eine weitere Ergänzung kann man z. B. auch folgendermafien 
erzielen. Aus der gemessenen inneren Reibung von Benzoldampf 
schlieft man (das Molekül als harte Kugel betrachtet) auf eine 
Raumerfüllung von 172.107*cm°. Stellt man sich nun im An- 
schluf an dem Obigen das Benzolmolekül unter dem Bilde eines 


— 144.107%* cm° 


119.10 %cm 
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a 
10 ? 
gehôrt zum Volumen 172.107* cm° ein Wert von a — 7,4.107* em. 

Die Fig. 1 ist unter Zugrundelegung des oben genannten bei 
Bestrahlung mit Kupferstrahlung erhaltenen Wertes 


Rotationsellipsoïds dar mit den Halbaxen «a, « und dann ge- 


a 
+ — 898, 


u = 818xsin À 
2 
entworfen. Sie enthält V direkt als Funktion von 9. Derjenige 
Teil, der auf einer seitlichen Aufnahme nicht kommen konnte, 
wegen der Eintrittsôffnung, ist gestrichelt eingetragen. 

Der Vergleich der dem Hauptmaximum theoretisch folgenden 
Erhôhungen soll an Hand einer photometrierten seitlichen Auf- 
nahme demnächst nachgeholt werden. Feinere Fragen, wie z. B. die, 
ob die 6 C-Atome in einer einzigen Ebene oder in zwei parallelen 
Ebenen angeordnet sind, werden sich vielleicht so entscheiden 
lassen. 

Die weïiteren über die Alkohole u. s. w. gesammelten Er- 
fahrungen übergehen wir hier, nur der Fall des Wassers soll 
noch eine nähere Erläuterung finden. 

Da in Wasser das Atomgewicht von O so stark über das von 
H überwiegt, war von vornherein nicht zu erwarten, da8 H:0 
überhaupt erkennbare Interferenzen liefern würde. Trotzdem er- 
hielten wir, wie schon erwähnt, einen klar erkennbaren Inter- 
ferenz-Ring. Wenn auch die Môglichkeit einer von H:0-Molekül 
herrührenden Interferenz nach unseren bisherigen Versuchen nicht 
zwingend auszuschlieBen ist, so neigen wir doch zu der Ansicht, 
daB hier vielmehr die oftgenannten mehrfachen Wassermoleküle, 
welche auch mit Rücksicht auf das dem Wasser zukommende feste 
elektrische Moment theoretisch zu erwarten sind, die Ursache der 
Interferenz bilden. Dreifache Wassermoleküle sollten, wenn wir 
wieder nur auf die O-Atome achten und dieselben bis auf weiteres 
in den Ecken eines gleichseitigen Dreiecks von der Seitenlänge «a 
anordnen nach (2’) zu einer Intensitätsverteilung von der Form 


sin (2ka sin 7 
2 OA 
V cost doper. 
É kasin $| | 
2 
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AnlaB geben. Der früher angegebene Ringdurchmesser würde mit 
Rücksicht hierauf den Wert 

Ga — 41,10" cm. 
liefern. 

Eine endgültige Entscheidung wird sich dadurch herbeiführen 
lassen, da8f Wasser von gewühnlicher Temperatur mit Wasser 
hôherer Temperatur verglichen wird. Ist die Existenz mehrfacher 
Moleküle die Ursache, dann muf im letzteren Falle die Interferenz- 
erscheinung wenigstens stark an Intensität einbüBen. 

Daf die verschiedensten Flüssigkeiten Maxima und Minima 
der zerstreuten Intensität liefern, ist Tatsache. Daf dieselben 
als Interferenzen aufzufassen sind, wird durch die Abhängigkeit 
des Winkels, unter dem sie auftreten, von der Wellenlänge der 
primären Strahlung bewiesen. Ihre geringe Schärfe weist auf das 
Zusammenwirken nur weniger Zentren. Es dürfte deshalb die 
vorgeschlagene Erklärung zutreffen und die Verwertung jener 
Interferenzen im obigen Sinne zu einer Vertiefung unsrer Kennt- 
nisse des molekularen Aufbaus führen. 


Gôüttingen, Physik. Inst. theoret. Abth. 16. Dez. 1915. 


Über merkwürdige Polarisationserscheinungen, 
die an anisotropen Flüssigkeiten beobachtet sind. 


Mit einer Figur im Text. 
Von 
W. Voigt. 
Vorgelegt in der Sitzung am 11. März 1916. 


1) Die optischen Eigenschaften der sogenannten flüssigen 
Kristalle oder anisotropen Flüssigkeiten sind trotz wiederholter 
Behandlung einzelner Fragen noch keineswegs theoretisch voll- 
ständig aufgeklärt. Am weitesten ist das Verständnis derjenigen 
Erscheinungen gediehen, welche planparallele Schichten zeigen, 
deren Struktur an RegelmäBigkeit mit derjenigen einer irgendwie 
orientierten Platte aus einem einachsigen Kristall vergleichbar ist. 
Handelt es sich um weiter nichts als um gewôühnliche lineare 
Doppelbrechung, so liegen in den genannten Fällen überhaupt 
keine Unklarheiten vor. Das Verständnis wird schwieriger, wenn 
die Schicht nebeneinander zirkulare Doppelbrechung und Dichrois- 
mus Zeïigt, noch mehr, wenn die zu erklärende Erscheinung nicht 
an einer planparallelen Schicht stattfindet, sondern an einem in 
einer geeigneten Flüssigkeit oder Schmelze suspendierten Tropfen, 
dessen Konstitution (bis auf eine etwa erkennbare rotatorische 
Symmetrie um einen Durchmesser) unbekannt ist. Gibt es doch 
Autoren !), die jene Tropfen als vôllig inhomogen, aus verschiedenen 
durch Häute getrennten Flüssigkeiten bestehend annehmen. 

Theoretische Untersuchungen von Fôrsterling”), die durch 
Beobachtungen von Stumpf*) veranlaft sind, beschäftigen sich 


1) G. Wulff, Zeitsch. f. Krist. 46, 261, 1909. 
2) C. Fôrsterling, Gôtt. Nachr. 1912, 217. 
3) F. Stumpf, Diss. Gôtt. 1911, Ann. d. Phys. 37, 351, 1912. 
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hauptsächlich mit den allgemeinen GesetzmäBigkeiten der Fort- 
pflanzung ebener Wellen in einem optisch-einachsigen zugleich 
aktiven und absorbierenden Kristall; es gelingt ïihnen, die an 
Schichten von p-Cyanbenzalaminozimtsäure - Akt- Amylester bei 
normalem und schiefem Durchgang beobachteten Polarisations- und 
Absorptionserscheinungen in den Hauptzügen zu erklären. Einen 
kurzen Hinweis darauf, daB sich die sog. ,Quadrantenfärbung“, 
die von Lehmann an Tropfen von p-Azoxyphenetol entdeckt und 
später von Anderen bei vielen Substanzen auch an planparallelen 
Schichten gefunden worden ist, aus der Zusammenwirkung von 
Aktivität und Dichroismus ergibt, hatte ich bereits vorher ver- 
ôffentlicht"). Eine äufere Veranlassung läft mich auf dieses 
letztere Problem nochmals zurückkommen. Ich habe den Eindruck 
bekommen, daf von mancher Seite daran festgehalten wird, es 
bedürfe zur Deutung der bez. Erscheinungen einer überaus kom- 
plizierten und einigermafien phantastischen Vorstellung über die 
Konstitution der Tropfen und Schichten jener anisotropen Flüssig- 
keiten. GewiB handelt es sich gerade bei den sog. Quadranten- 
färbungen um Erscheinungen, die z. T. in sich widerspruchsvoll 
erscheinen, und ebenso sind Anordnungen wie die der suspendierten 
Tropfen einer strengen theoretischen Behandlung kaum zugänglich ; 
indessen ergibt sich durch gleichzeitige Berücksichtigung von Ak- 
tivität und Dichroismus — die beide durch die Beobachtung direkt 
nachgewiesen sind — doch so glatt das Wesentliche der be- 
obachteten Erscheinungen, daB m. E. nicht das geringste Bedürfnis 
für unsichere Hypothesen vorliegt. 

Was die oben als ,in sich scheinbar widerspruchsvoll“ be- 
zeichneten Erscheinungen angeht, so handelt es sich um Folgendes ?). 

Trôpfchen von (hellgelblichem) p-Azoxyphenetol in der an- 
isotropen Phase, die in einer indifferenten Flüssigkeit oder Schmelze 
suspendiert sind, zeigen zwischen gekreuzten Nicols das dunkle 
Kreuz optisch einachsiger Kristalle, bei abwechselnd gelber und 
weifer Tônung der durch die Kreuzarme resp. die Polarisations- 
ebenen der Nicols begrenzten Quadranten. Beseitigt man den 
Polarisator oder den Analysator (bei ungeänderter Orientierung 
des andern Nicols), so bleibt die Quadrantenfärbung merklich un- 
geändert bestehen. Sie ist also dieselbe, wenn der Analysator 
oder der Polarisator für sich allein in gekreuzter Orientierung 


1) W. Voigt, Verh. deutsche Phys. Ges. 14, 649, 1912. 
2) O. Lehmann, ,Flüssige Kristalle“ Leipzig 1904; Ann. der Physik 18, 
808, 1905. 
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benutzt werden; die Quadranten sind aber bez. der Tônung ver- 
tauscht, wenn Analysator oder Polarisator für sich in paralleler 
Orientierung zur Anwendung kommen. Dies ist die eine funda- 
mentale Beobachtung. 

Die zweïte bezieht sich auf eine Anordnung, wo eine anisotrop- 
flüssige Schicht zwischen einer ebenen Platte und einer Linse 
bervorgebracht ist, also variable Dicken der Beobachtung zugäng- 
Bch sind. Hier entstehen zwischen Nicols beliebiger relativer 
Orientierung dunkle Ringe gleicher Drehung der Polarisationsebene. 
Bei Anwendung nur eines Nicols sind gelbe Büschel oder Qua- 
dranten sichtbar, die nahe dem Zentrum, also bei kleinsten Dicken, 
die Polarisationsebene des Nicols und die dazu normale Richtung 
zu Symmetrielinien haben und dieselben sind, wenn Polarisator 
oder Analysator in gleicher Orientierung benutzt werden. Weiter 
ab vom Zentrum, also bei grôBeren Dicken, findet diese Symmetrie 
nicht mebr statt, bleibt die bez. Erscheinung auch bei Vertauschung 
von Polarisator und Analysator nicht erhalten. 

Es soll nun nachstehend gezeigt werden, wie diese Erschei- 
nungen sämtlich aus dem Zusammenwirken der Aktivität und des 
Dichroïsmus der anisotropen Flüssigkeit folgen. Dabei wird an- 
genommen, daf der suspendierte Tropfen die Natur einer aus 
einem einachsigen Kristall geschnittenen homogenen Kugel hat, 
und daB das parallel einfallende Licht an seiner Oberfläche so 
gebrochen wird, daf der Vorgang mit dem der Fortpflanzung kon- 
vergenten Lichtes in einer planparallelen Schicht vergleichbar ist. 
Da es sich nur um die Ableitung von Symmetrieverhältnissen 
handelt, so ist diese Annahme vüllig unbedenklich. 

Der Entwicklung sei eine einfache geometrische Überlegung 
vorausgeschickt. Zwei Schwingungen mit den komplexen Kom- 
ponenten ,, v,, für welche gilt 


() MOTTE em k<1, 


sind bei reellem # bekanntlich elliptisch mit den Richtungen der 
« und v als grofen Hauptachsen; die Ellipsen sind einander ähn- 
lich, liegen gekreuzt und werden in entgegengesetzter Richtung 
umlaufen; k ist ihr Achsenverhältnis B/A. 

Ist À komplex, etwa 


(2) k—k+ik, Mod(x) = || <1, 


dann bezeichnen die Ansätze (1) auch zwei ähnliche, in entgegen- 
gesetzten Richtungen umlaufene Schwingungsellipsen, deren groke 
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Achsen aber aus den «- und v-Richtungen herausgedreht sind um 
Winkel + ®, gegeben durch 


En — 2h, : 

(3) tg2d — 114" 
zugleich bestimmt sich das Achsenverhältnis B/A = tg # aus 

_.. 4 de 

SNA NON LE 1 2 

(4) sin 2 Y ÉTEEr 


wobei das Vorzeichen so zu wählen ist, daf die rechte Seite 
positiv wird. 
2) Wir denken uns nun in der für qualitative Überlegungen 
zumeist ausreichenden Weise die Kristallplatte durch ein Stück 
À einer Kugelschale ersetzt und 
das einfallende Licht von deren 
Mittelpunkt ausgehend;; auf diese 
Ÿ Weise haben wir nur mit senk- 
P rechten Incidenzen zu rechnen. 
Die Figur stelle den Bereich der 
Kugelschale in der Umgebung der 
optischen Achse O dar; $S sei die 
Spur des betrachteten Strahles oder der bez. Wellennormale; 
£_S,0 = # bestimmt die Fortpflanzungsrichtung; À und P seien 
die Ebenen von Polarisator und Analysator, «# und v die der 
auBerordentlichen und ordentlichen Polarisation im Kristall bei 
fehlender Aktivität. Unter Benutzung der Bezeichnung [+ #, P=— @ 
sind dann die Schwingungskomponenten nach « und 


(5) UP sing, to Picostp} 


unter P die einfallende Schwingung verstanden. Diese Schwin- 
gungen sind nun in zwei elliptische von der oben beschriebenen 
Art zu zerlegen, d.h. es ist zu setzen 
(6) u—= (a+ibk)P, v = (iak+b) PF, 
worin sich bestimmt 
() a(1+k") —= sin y—ikcos y — s—ike, 

bB(A+E) — cos p—-iksing — c—iks, 
und € und s Abkürzungen sind. 


Die beiden elliptischen Schwingungen erfahren nun im Kristall 
zugleich verschiedene Verzôgerungen und verschiedene Schwächungen, 
die sich durch komplexe Faktoren « und 8 an den bez. Amplituden 
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ausdrücken lassen. Wir schreiben demgemä$ für die aus der Platte 
austretenden Schwingungen 


(8) u, = (aax+ibBk)P, v, — (iauk +bB)P; 
von ihnen nimmt der Analysator À die Komponente 
(9) À = —4u, sin ÿ +, cos Ÿ —= —u,S,+v, C, 


wobeïi €, und s, wieder Abkürzungen sind und y — Lv A. Die 
beobachtete Tata kann durch 
(10) dec h 
gemessen werden. 
Nun gibt die Zusammenstellung der vorstehenden Werte 


P. LAN . à : 
(11) 4 — Gel a(s—ikc)(s, —ike,) + B(c—iks)(c, — ke) 
und es ist hiervon das Modulquadrat zu berechnen. 
Setzt man 
(12) ds PE PEN eh 


so sind À, G die (reellen) Schwächungsfaktoren, f, g die Phasen- 
verzügerungen beider Wellen. Ferner sei geschrieben 


s—ike — Aë”, s,—ikc, — À,e “4, 
(13) nhe = De ic them) Diet, 
a+a+f = p, b+b,+g = Q 
Dann wird, falls wieder Mod (X) = |K} gesetzt wird, 


(HAE pr (rats B—-2FG AB À,B, cos(p —) | 
Hierin ist 

= (s+k,c)+ke, À = (s,+kc)+Kc, 
ds: DB — (c+k,s)+k,s, PB = (+k%k,s) +5; 


ferner 
AB cos(a—b) — (1+1|k/)sc+k,, AB sin(a—b) — k,(c°—s"), 
A6) 4 Bcoœ(a0)—(1+14")s0, +4, À, Bisin(a, —b)=#, (c—s?). 
Hieraus folgt 
2 FG AB À, B, cos (p — q) 
17) = 2FGfcos(f-g)[(1+14/)sc+4k,)(1+/# Ms, +8) — (cd —s")(4—s1)] 
—sin(f-g)k[(-s) (+1 +k)+(d-s)((1+14P)se+4)]}. 
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Da F' und G die reellen Schwächungsfaktoren der beiden in 
dem Medium fortgepflanzten elliptischen Wellen, (f—g) ïhre 
Phasendifferenz, beides für den Austritt aus der Schicht, dar- 
stellen, so haben die drei Glieder der Klammer in (14) wesentlich 
verschiedene physikalische Bedeutung. Insbesondere unterscheidet 
sich das letzte Glied von den beiden ersten dadurch, daB es allein 
vom Gangunterschied abhängt, somit allein die eigentlichen 
Interferenzen ausdrückt. Da (f—g) mit der Neigung der 
Fortpflanzungsrichtung gegen die optische Achse (9 — OS in Figur) 
variiert, so stellt das letzte Glied eine mit # periodisch wechselnde 
Intensität, resp. helle und dunkle Ringe um 0 dar, deren Aussehen 
wegen der in den Faktoren von cos(f—g) und sin(f—g) auf- 
tretenden s, c, s,,c, natürlich noch von der Lage der betrachteten 
Stelle S gegen die Richtungen von P und À abhängen. Die ersten 
beiden Glieder in (14) besitzen nur diese letztere Abhängigkeit. 

Der allgemeine und strenge Ausdruck für I ist ungemein 
kompliziert. Etwas einfacher wird die Formel, wenn man speziell 
gekreuzte Lage der Polarisatoren, d.h. ÿ# + — 4x, somit 
G = $, 8, — € voraussetzt. Hier wird 


A — B}, B°— 4;, 
demgemäB auch der Faktor von 7° gleich dem von G*, dazu 


2FG AB A, B, cos (p — Q) 
(18) = 2FG cos(f—9)[(1+14})sc+4,)) —K (ce — s)]. 


Man sieht, daf neben Gliedern in s* und «? auch solche mit sc#, 
multipliziert auftreten; sie drücken eine Verschiedenartigkeit 
zwischen dem ersten und dritten Quadranten einer-, dem zweiten 
und vierten andererseits aus, d. h. also die sogenannte Quadranten- 
färbung bei Schichten zwischen gekreuzten Polarisatoren. 

3) Will man nach dem im Eingang Gesagten die so gewonnene 
Formel für gekreuzte Nicols auf die Lehmannschen Beobachtungen 
an Tropfen anwenden, so kann man berücksichtigen, daB bei ihnen 
der Lichtweg im Kristall so lang und das Licht so inhomogen 
war, daf Ringe gleichen Gangunterschiedes, welche durch die in 
cos (f — g) und sin (f —g) multiplizierte Glieder dargestellt werden, 
nicht erkennbar waren. Man darf dann in (14) das dritte Glied 
der Klammer fortlassen und schreiben 

[PF 


Q9) = ee A+ GP) (+ IH + 2s6h,) (+ IR'S* + 2 56h) 


Nahe der optischen Achse ist bei mäBigem Dichroismus 


Über merkwürdige Polarisationserscheinungen etc. 33 


1kŸ = K+4%; wenig von Eins verschieden; dort ist also roh an- 
genähert 

PT ms 
(20) — H+r CHÈE +G)(+2sck,) 


und hieraus ergibt sich, daf der erste und dritte Quadrant sich 
unter einander gleich, aber vom zweiten und vierten verschieden 
verhalten. Dies kann, soweit die Voraussetzungen richtig sind, 
als eine Erklärung der Lehmannschen Beobachtungen über Qua- 
drantenfärbungen an Tropfen zwischen gekreuzten Nicols gelten. 

Um die Erscheinungen zu gewinnen, die, bei Benutzung nur 
des einen Nicols eintreten, ist in den obigen Formeln das 
(doppelte) Mittel für alle Positionen des anderen Nicols zu 
nehmen. Wird z. B. nur der Analysator benutzt, so ist in Bezug 
auf y, kommt nur der Polarisator zur Anwendung, so ist in Bezug 
auf ÿ zu mitteln. 

So erhält man die beiden Formeln 
en =gepe (PH 0) Rte) + Eos) (LH 


—EPGX, [cos (10) (( Fr 1k|?) S; G+k;) — sin UE 0) k, (Cie s;)] 


eo) = pee IP (+9 + He) + GR + CL 


—4 FGk,[cos(f— 9) ((1+ IH) se 2) — sin (f—9)h, (°—s)]}. 
Diese Formeln sind bis auf die Vertauschung von €, und 6e, 
s, und s identisch; sie ergeben also, wenn man die Figur $. 30 
heranzieht, das allgemeine Resultat, daf bei blofer Anwendung von 
Polarisator oder Analysator in gleicher Position, das eine Mal die 
Intensitäten sich im positiven Rotationssinne ebenso folgen, wie 
das andere Mal im negativen. Die in beiden Fällen wahrnehmbaren 
Erscheinungen sind also bei parallelen Ebenen von Polarisator 
und Analysator verschieden, ausgenommen wenn sie in Bezug auf 
die Polarisationsebene des betr. Nicols symmetrisch sind, d. h. die 
Ausdrücke (21) und (22) gerade Funktionen von y resp. # sind. 
Es ist bemerkenswert, daB die Ausdrücke (21) und (22) einen 
vom Gangunterschied abhängigen Anteil enthalten. Hieraus folgt, 
daB Medien, die den hier gemachten Voraussetzungen entsprechen, 
also insbesondere durch ein von Null verschiedenes x, resp. merk- 
liche Drehung der Polarisationsellipsen aus dem Hauptschnitt 
charakterisiert sind, bei Benutzung von Polarisator oder Analy- 
sator allein (allerdings sehr schwache) Interferenzringe zeigen 
müssen. Dies ist ein sehr merkwürdiges Resultat. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten. Math.-phys. Klasse. Heft 1. 1916, 3 
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Ist das benutzte Licht wieder so wenig homogen und die 
Platte so dick, daB die Ringe nicht sichtbar sind, so wird die 
wahrnehmbare Erscheinung allein durch die von (f —g) unabhängigen 
Glieder dargestellt. Hier gilt also 


PFGL+IEP) 
A +F 
und ein analoger Ausdruck für Z,. 
Beschränkt man sich auf die Annäherung, die oben zur Formel 
(20) geführt hatte, so gibt dies 


C)E= [Ps + %,c) + ke) + @((c+k,s) + ks)] 


7 = PPAHU) 54 @œ 

(24) 1, = T+FF +@)(+2sck,), 

analog für Z,. Dies zeigt, daB die Symmetrie der Erscheinung 
genau dieselbe ist, wie bei gekreuzten Nicols, und es ergibt sich 
speziell das Lehmannsche Beobachtungsresultat, daf die Fortnahme 
des Polarisators oder des Analysators die Quadrantenfärbung 
nicht wesentlich ändert. In der Tat wird die Vertauschung von 
{+2sck) mit (1+2sck,) bei schwachem Dichroismus keinen 
merklichen Einfluf üben, wobei noch ins Gewicht fällt, daf bei 
gekreuzten Nicols das dunkle Kreuz einen Teil des Bildes deckt. 
Vergleicht man die Erscheinungen, wenn einmal Polarisator, das 
andere Mal Analysator allein in gleicher Lage zur Anwen- 
dung kommen, so sind in beiden Fällen die gerad- und die ungerad- 
zabligen Quadranten mit einander vertauscht. 

4) Die vorstehende Betrachtungsweise ist eine ziemlich rohe 
Annäherung. Deshalb mag die Formel (23) jetzt noch diskutiert 
werden, ohne zunächst Vernachlässigungen einzuführen. 

Die Extremwerte von Z, bestimmen sich durch die Formel 


2sc Le 2k,(@ + F°) 
2 = tg 2 — 2 : 2 FEU 
SP eur) 


C—S 


(25) 


Hierin sind 4,,k,, F, G sämtlich von dem Winkel 3 zwischen der 
Fortpflanzungsrichtung S und der optischen Achse O abhängig 
und die genauere Diskussion erfordert das Eingehen auf diese 
Abhängigkeit. Ohne eine solche ist aber Eines sofort erkennbar. 
Es liegen auf jedem Kreis # — konst. zwei Maxima und zwei 
Minima von 1, in gleichen Abständen; es werden also zwei dia- 
metral gegenüberliegende dunkle Büschel wahrnehmbar sein. 

Bei nur mäfBigem Drehungsvermügen kônnen die Gleichungen, 
welche den komplexen Brechungsindex n — #(1—4ix) und die 
Schwingungsform einer ebenen homogenen Welle in einem ein- 
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achsigen aktiven Kristall bestimmen, in der Form geschrieben 


werden 
2 


(26) u(1-#) = +inre, o(1- +) = inru; 
dabeï sind v und « die komplexen Komponenten der parallel und 
normal zum Hauptschnitt polarisierten Schwingung, n. und n, sind 
die Werte, die n ohne Eingreifen der Aktivität für die ordentliche 
und die auSerordentliche Welle besitzen würde, r ist das MaB der 
Aktivität, — ebenso wie n, und n, eine komplexe Grôfe. n, ist pa- 
rallel der optischen Achse (für & — 0) gleich n,, r und n, variieren 
bei kleinen # in mit 9° proportionalen Gliedern. Sind n, und n, 
wenig verschieden, so folgt für die beiden Wurzeln v,/4, und v,/u, 
die S. 3 eingeführte Beziehung v, v,/u, u, — 1. 

Setzt man = = p +, — = p°—q, so gibt die Elimination 
von u/v aus (26) 


1 A8 ME 
(+ Fr ) = q + 1° 
also 
(7) + =rtVers, 
un n 


wobei die ganze WurzelgrôBe für kleine 3 klein neben p ist. Man 
kann sonach auch schreiben 


5, 1 2 2 222) 
(28) ——# EL \g +rp. 


HAN 
Unter Rücksicht hierauf gibt die erste Gleichung (26) 
(29) U(E VE + rip" —0Q) = irpv. 


Da q mit # verschwindet, 7 aber nicht, so kann man für hin- 
reichend kleine # schreiben 
1 à 
(30) tee pErp, u(Erp—Q) = irpv. 
oder 


< 1 r 0 q 
4 — = — ne Les a —— = 1 ==, 
pe EE et re d 5) a ue 


Dabei steht 1 anstelle des oben benutzten komplexen 


Elliptizitätskoeffizienten # und es ist in früherer Annäherung 
3* 
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Là 


; 1—|k/ = 2 _ & 
r? ï £ r? r 

G und F sind die reellen Schwächungskoeffizienten für die beiden 
elliptischen Wellen (1) und (2) in der Schicht von der Dicke !, 
also von der Form von Exponentialgrôfen mit den Exponenten 
In,x, und /n,x,); bei nicht zu starker Absorption ist dann 
G— F* proportional mit /(n,x,—n,%x,) = l|r/p°|;, aber G° + F° ist 
unter der gleichen Annahme nur unwesentlich von 2 verschieden. 

Wir erhalten somit aus (25) 


(32) É—. 


+. 
rp ki 

29 1h} 7 
rp klp° 
Nun ist bei mäfiger Absorption der imaginäre Anteil in p und g 
sebr klein neben dem reellen, man kann also in Annäherung 
schreiben 


(33) tg2p 


r 


r Ci 


+ À 
PTE 
(34) D Me ce mange en 
ia rl fr, 
ps" 


und da |r|, stets auRerordentlich klein neben p° ist, so findet sich 
tg 2 für alle Dicken ? sehr gro, d. h. 
p = Hs a, für h = 1,2, ... 

Damit ist gezeigt, da unter den gemachten Voraussetzungen 
die Maxima und die Minima der Intensität in den Mitten der durch 
die Polarisationsebene des benutzten Nicols und der dazu normalen 
Richtungen begrenzten Quadranten liegen, — ebenso wie dies durch 
die rohe Annäherung (24) ausgedrückt wird. 

5) Eine zweite Anwendung der Formeln sei auf den dem 
früheren entgegengesetzten Fall gemacht, daf die Schicht sehr 
dünn ist und die Beobachtung bei senkrechter Incidenz stattfindet. 
Dies entspricht dem zentralen Teil der S. 3 besprochenen An- 
ordnung Lehmanns, bei der die untersuchte Substanz zwischen 
einer Planplatte und einer Linse eingeschlossen war. Es mag 
daran erinnert werden, daf in diesem zentralen Teile bei Benutzung 
nur eines Nicols eine Quadrantenfärbung beobachtet wurde, die im 
Gegensatz zu dem im Vorstehenden Begründeten symmetrisch 
zur Polarisationsebene des benutzten Nicols verteilt war und sich 
nicht änderte, wenn der Nicol erst als Polarisator, dann als Ana- 
Tysator benutzt wurde. 
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Die Formeln (21) und (22) führen zu diesem Resultat, wenn man 
in denselben die Annahme einführt, daB der Dichroismus gering und 
somit X, klein neben Eins ist; ferner, daB die Schicht einem iso- 
tropen aktiven Kürper soweit analog ist, da man für die Rechnung 
k — 1 setzen, also die Fortpflanzung zirkularer Wellen annehmen 
kann. Für den zentralen Teil der Anordnung kann man aufer- 
dem cos(f—g) mit Eïns vertauschen. Dann gibt (21) bei Be- 
schränkung auf erste Ordnung in Bezug auf 4, zunächst 
T 2|PF 


GS es 0 ITHET 


CF + GG) +21,(F— GG) 5, c, 

+2 FG, sin (f — g) (ci —st)}, 
und , findet sich bis auf die Vertauschung von c,,s, mit c, s 
übereinstimmend. Hierin ist aber F—G von derselben Ordnung 
wie k,, das zweite Glied der Klammer also von der Ordnung des 
vernachlässigten. Beseitigt man dasselbe, so resultieren Ausdrücke, 
die 5, €, resp. s c nicht mehr enthalten, somit eine zur benutzten 
Polarisationsebene symmetrische Intensitätsverteilung — und zwar 
dieselbe für Polarisator und für Analysator — darstellen. 

In grôBerer Entfernung vom Zentrum der Anordnung kommen 
dann Glieder mit den Produkten 5, €, resp. cs zur Greltung; hier 
wird also die Farbenverteilung unsymmetrisch zur benutzten 
Polarisationsebene sein und sich ändern, wenn man den Nicol ein- 
mal als Polarisator, sodann als Analysator anbringt. 

Hiermit sind alle im Eingang beschriebenen Erscheinungen 
durch die Zusammenwirkung von Aktivität und Dichroismus erklärt. 


Gôttingen, im Februar 1916. 


Einige bemerkenswerte Eigenschaften des kolloiden 
Goldes. 


Von 


R. Zsigmondy. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 29. Januar 1916. 


Vor Jahren habe ich eine Methode angegeben ‘), nach welcher 
man klare, hochrote kolloide Goldlôsung herstellen kann, die Auf- 
kochen und Eindampfen bis zur Hälfte des Volumens und darüber 
ertragen ohne zu koagulieren und sich lange Zeit unverändert 
halten”). Später wurde eine Verbesserung dieser Methode”) ein- 
geführt, durch welche gewisse Unsicherheïten, die der spontanen 
Keimbildung anhaften, ausgeschaltet werden kônnen. 

Der wesentliche Kunstgriff bei beiden Methoden bestand neben 
geeigneter Verdünnung und Anwendung besonders reinen Wassers 
in der Verwendung einer kleinen Menge Alkali, die am besten in 
Form von Kaliumcarbonat ‘) zugesetzt wird und sowohl bei Her- 


1) Zsigmondy, Liebigs Ann. 301, 30 (1898). 

2) Für die Zeitbeständigkeit, die bei manchen Hydrosolen eine überraschend 
groBe ist, scheint Gleichkôrnigkeit eine wichtige Rolle zu spielen. Centrifugierte 
Lüôsungen halten sich in gut geschlossenen GefäBen aus Jenaer Glas oft jahrelang 
unverändert, andere koagulieren viel früher, besonders die ungleichfürmigen. Wabr- 
scheinlich spielen grôbere Goldteilchen die Rolle von Kongulationszentren. (Vergl. 
Wiegner, Kolloid-Z. 8. 227. 1910). DaB auch gewisse koagulierende Verun- 
reinigungen die Beständigkeit in hôchstem Mafe beeinflussen, braucht kaum er- 
wäbnt zu werden, auch in dieser Arbeit sind Beispiele dafür angegeben. 

8) Z. f. phys. Chem. 56, 65; 1906. 

4) v. Naumoff hält es für besser, statt Kaliumcarbonat Kaliumhydrat an- 
zuwenden, um die bei der Herstellung der Goldlüsung schädliche Kohlensäure 
auszuschlieSen. Ich habe K2 COs aus zwei Gründen beibehalten, erstens, weil es 
viel reiner ist als das Aetzkali des Handels, und zweiïitens, weil die Kohlensäure 
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stellung des kolloiden Goldes mit Formaldehyd wie mit andern 
Reduktionsmitteln vorzügliche Hydrosole ergab!), die mannigfache 
Anwendung in der Kolloïidchemie — einige auch in der medizini- 
schen Diagnostik — fanden. 

Da diese feindispersen Gebilde in ihren wesentlichen Merk- 
malen mit den Graha m'schen kolloiden Lüsungen tibereinstimmen, 
wurden sie seinerzeit als kolloide Goldlüsungen ?) (oder kürzer ,kol- 
loides Gold“) bezeichnet. Diese Bezeichnung, die sich inzwischen 
allgemein eingebürgert hat, trägt den Eigenschaften und dem Ver- 
halten der genannten Systeme viel besser Rechnung als der zu- 
weilen gebrauchte Ausdruck ,Groldsuspensionen“, weil in der Chemie 
unter Suspensionen viel grôbere, absetzende, durch Papierfilter 
abfiltrierbare Aufschlämmungen verstanden werden, bei denen auch 
das Merkmal zeitlicher Unbeständigkeit sehr in den Vordergrund 
tritt#). Die Bezeichnung Goldsuspension würde die falsche Vor- 
stellung erwecken, da man es mit groben, absetzenden Groldteil- 
chen des Edelmetalles zu tun hätte. 

Die kolloiden Goldlôsungen verdanken ihre Existenzfähigkeit 
und Beständigkeit der Kleinheiït ihrer Teiïlchen, wie auch dem 
Vorhandensein negativer elektrischer Ladungen. Bei sehr be- 
trächtlicher VergrüBerung der Teilchenmasse (z. B. auf das tau- 
sendfache) gehen sie, trotz vorhandener elektrischer Ladungen in 
absetzende Suspensionen über, ebenso bei Entladung der Ultrami- 
kronen“), in welchem Falle sich zahlreiche Groldteilchen flocken- 
artig zu sedimentierenden Aggregaten (Sekundärteilchen) zusammen- 


nicht schadet, wenn man bei Siedehitze arbeitet, da sie beim Aufkochen grüfiten- 
teils vertrieben und damit unschädlich wird. 

1) Auch bei Reduktion des Goldes mit Phosphor werden hitzebeständige und 
amikroskopische Goldlüsungen erhalten, während Faraday, der ohne Alkali re- 
duzierte, Hydrosole erhielt, die das Kochen nicht aushielten und allerlei Verände- 
rungen unterworfen waren. 

Bredig hat auf meinen Rat bei seiner Goldzerstäubung dem Wasser etwas 
Alkali zugesetzt und auf diese Weise rote Hydrosole erhalten, während sie ohne 
Alkali in der Regel schon während der Zerstäubung durch Bildung von Sekundär- 
teitchen blau wurden. 

2) Gleichbedeutend mit Goldhydrosolen. 

3) Auch der Ausdruck ,Suspensoid“ zur Bezeichnung von Hydrosolen, die 
den allgemeinen Charakter der kolloiden Goldlüsungen aufweisen, sollte wegen 
seiner Vieldeutigkeit vermieden werden; er erweckt u. a. die Vorstellung, daB das 
betreffende System sich von anderen Kolloiden durch besonders grobe Zerteilung 
oder zeitliche Unbeständigkeit unterscheidet, was bezüglich der klaren Goldhydro- 
sole im allgemeinen unzutreffend ist. 

4) Die z. B. durch Elektrolytzusätze herbeigeführt werden kann. 
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ballen, ein Vorgang, der äuferlich kenntlich ist an einem Farben- 
umschlag der Goldlôsung von Rot. in Blau. — Es ist klar, daf 
alle Verunreinigungen, welche die elektrische Ladung der Teilchen 
herabsetzen auch die Beständigkeit der Hydrosole 1) ungünstig be- 
einflussen werden; dies gilt insbesondere von Säuren und Neutral- 
salzen, während geringe Mengen von Alkali die Teilchenladung 
erhôhen und daher stabilisierend wirken. Diese Umstände müssen 
bei Herstellung stabiler Groldhydrosole !) beachtet werden. 

Die erwähnten Regeln gelten bezüglich der schutzkolloidfreien 
Goldhydrosole ; da Schutzkolloide die Beständigkeit des kolloïden 
Goldes auferordentlich erhühen, von der elektrischen Ladung un- 
abhängig machen und selbst die Elektrolytfällung weitgehend ver- 
hindern kônnen, darf ich als bekannt voraussetzen. Auf sie soll 
hier zunächst nicht näher eingegangen werden. 

Seit meiner ersten Mitteilung über diesen Gegenstand sind 
zahlreiche Methoden angegeben worden, die zur Herstellang des 
kolloiden Goldes führen kôünnen. Im Prinzip ist dabei (sofern 
nicht stabilisierende Schutzkolloide zur Anwendung kommen) die 
Bedingung weitgehender Verdünnung mit destilliertem Wasser in 
der Regel eingehalten werden, nicht immer die des Fernhaltens 
von Verunreinigangen, insbesondere kleiner Mengen von Säure, auch 
blieb die stabilisierende Wirkung der Alkalien häufig unbeachtet. 

Dadurch sind zahlreiche Goldhydrosole von sehr wechselnden 
Eigenschaften bekannt geworden, einige darunter von grofer Un- 
beständigkeit oder Empfndlichkeit gegen Stoffe, die genügend reine 
kolloide Lüôsungen ganz unverändert lassen. 

Wurden mit derartigen Flüssigkeiten, ohne Beachtung ihrer 
Instabilität Versuche angestellt, so konnte man leicht zu unzu- 
treffenden Urteilen über die Eigenschaften des kolloiden Groldes 
im allgemeïnen gelangen. Dies gilt vor allem von Goldhydrosolen, 
welche von ihrer Darstellung her kleine Säuremengen enthalten, 
deren Einfluf in der vorliegenden Mitteilung aufgeklärt werden wird. 

In Folgendem soll über eine Untersuchung berichtet werden, 
welche zum Zweck hatte, die bezüglich des Verhaltens von kol- 
loidem Golde beïm Schütteln mit organischen Lüsungsmitteln ge- 
machten, einander widersprechenden Beobachtangen zu erklären. 

In der 14 Hauptversammlung der Deutschen Bunsengesell- 
schaft richtete E. Jordis?) eine Anfrage an die anwesenden 


1) Hydrosole sind nach Graham wässrige kolloide Lôsungen, Alkosole al- 
koholische etc., vgl. auch Anm. 2 der vorhergehenden Seite. 
2) Z. f, Elektrochemie 13, 540; 1907. 
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Mitglieder, betreffend die ihm unerklärliche, von Winkelblech) 
beschriebene Beobachtung, daB sich alle Kolloide ausfällen lassen, 
wenn man sie mit flüssigen Kohlenwasserstoffen schüttelt. 

In der darauf folgenden Diskussion teilte W. Biltz mit, daf 
nicht nur kolloides Kupfersulfid, sondern auch kolloides Gold und 
Platin sich wundervoll mit Chloroform und anderen mit Wasser 
nicht mischbaren Flüssigkeiten ausschütteln lassen, und Luther- 
Leipzig machte darauf aufmerksam, daf sich auf diese Weise nicht 
nur Kolloide, sondern auch Suspensionen ausfällen lassen. 

Dieser Gegenstand wurde dann weiter verfolgt u. a von F. 
B. Hofmann bezüglich der Suspensionen?) und von W. Rein- 
ders*) bezüglich dieser und der kolloiden Lôüsangen . 

Reinders teilt mit, daB beim Schütteln von kolloidem Gold 
mit verschiedenen organischen Lüsungsmitteln wie Benzol, Benzin 
Schwefelkohlenstoff, Aether u. a. das Gold sich stets an der Grenz- 
fläche von Wasser und Lôsungsmittel abscheidet und daselbst ein 
blaues, goldglänzendes Häutchen bildet. 

Diese Beobachtung, wie die weiter oben mitgeteilte von 
Biltz, steht nun in Widerspruch mit den von mir ge- 
wonnenen Erfahrungen. Wird kolloides Gold, das nach 
einer der oben erwähnten Methoden hergestellt ist, in einer Eprou- 
vette mit Benzol, Benzin, Toluol, Aether oder Schwefelkohlenstoff 
geschüttelt, so findet man, daB das Goldhydrosol ganz unverändert 
bleibt und keine Spur des Edelmetalles an die Grenzfläche geht 
vorausgesetzt, daf grôübere Ultramikronen nicht vorhanden sind 
und das Lüsungmittel rein ist. Auch bei stundenlangem, heftigen 


1) Z. f. angew. Chem. 19, 1953 ; 1906. 

2) Z. physikal. Cem. 83, 384; 1918. 

3) Koll. Z. 13, 235; 1913. 

4) Aeltere Beobachtungen bezüglich des Suspensionen wurden von Stark 
(Wied. Ann. 65, S. 287, 1898) und Rhumbler (Archiv für Entwicklungsmechanik 
7, S. 103; 1898) gemacht. — Das Haften suspendierter Teilchen an der Grenz- 
fläche zweier Flüssigkeiten hat grofe, technische Bedeutung für die Aufarbeitang 
von Erzen érlangt, und es existiert darüber eine ausgedehnte Literatur (vergl. 
z. B. M. Moldenhauer, Koll. Z. 13, S. 229, 1913). Man kann Sulfide von 
Quarz und den Bestandteilen der Gangart trennen , indem man dieselben mit Oel 
und Luft emulgiert. Die Sulfide hängen sich an die Schaumbläschen und steigen 
an die Oberfläche, wärend der Quarz im Wasser suspendiert bleibt. Im Allge- 
meinen hat sich gezeigt, daB ein Mineral um so leichter von dem Quarz geschieden 
werden kann, je schwerer es von Wasser benetzbar ist. Darüber lagern sich noch 
andere Einflüsse wie die der Qualität der Oele, der Temperatur und Rührinten- 
sität etc. Eine Theorie dieser Erscheinungen ist von Descoudres gegeben 
worden. : 
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Schütteln von kolloidalem Gold in einer Schüttelmaschine mit 
Benzol, Aether und Toluol in einer Stickstoffatmosphäre ist kaum 
eine Veränderung des Hydrosols zu bemerken. Nach achtzigstün- 
digem bheftigen Schütteln waren nur einzelne grôbere Teiïlchen bei 
dem Versuch mit Aether an die Grenzfläche gegangen, die Haupt- 
menge des kolloiden Goldes blieb vollkommen unverändert. Bei dem 
Versuch mit Toluol war kaum etwas, bei Benzol garnichts von der 
Grenzfläche aufgenommen. Da grüberes suspendiertes Gold hin- 
gegen sofort an die Oberfläche geht, so hat man im Schütteln mit 
Toluol, ete. ein Mittel, um kolloides Gold von grüberen Teilchen 
zu befreien. 

Spuren von Verunreinigungen künnen dagegen das kolloide 
Gold sofort als blaues Häutchen an die Grenzfläche bringen; dies 
wurde z. B. beobachtet bei Anwendung von Aethylaether, der 
längere Zeit im Laboratorium gestanden hatte und eine ganz ge- 
ringe Menge Säure enthielt. Durch einfaches Schütteln mit Kali- 
lauge und Abdestillieren konnte der Aether von der schädlichen 
Verunreinigung befreit werden und hatte nunmehr keinerlei un- 
günstige Wirkung auf das kolloide Gold !). 

Hierin tut sich ein beträchtlicher Einfluf der Verunreinigungen 
der organischen Lôüsungsmittel auf das geschilderte Phänomen kund. 
Dieser allein konnte aber die Verschiedenheit zwischen meinen 
und den Reinders’schen Versuchen nicht veranlafit haben. 

Reinders hatte zu seinen Versuchen kolloides Gold, das 
durch Einleiten von Kohlenoxyd in eine verdünnte Goldchloridlô- 
sung bereitet war (Donau’s Verfahren) oder durch Reduktion der 
letzteren mit Phosphor (Faraday’s Verfahren) verwendet. 

Die auf diese Weise erhaltenen Hydrosole enthalten eine kleine 
Menge Säure (HCI), während das nach meinem Verfahren gewonnene 
kolloide Gold einen kleinen UeberschuB von Kaliumcarbonat ent- 
hält; es war wahrscheinlich, da$ die Hydroxylionen, die nach viel- 
fachen Beobachtungen stabilisierend auf Kolloide mit negativ ge- 
ladenen Teïlchen wirken, die grôfere Beständigkeit meiner Kol- 
loidlôsung bedingt haben kônnten, während andrerseits die von 
Reinders verwendeten Hydrosole wegen ihres Wasserstoffionen- 


1) Das gleiche Resultat erhielt ich mit käuflichem Amylalkohol, der beim 
Schütteln in unreinem Zustande das Gold augenblicklich koagulierte, während er 
diese Wirkung nach seiner Reinigung mit KHO und Destillation verloren hatte. 
Mebrstündiges Schütteln mit kolloidem Gold und Luft bewirkt dann allerdings 
wieder teilweise Koagulation des Goldes, wahrscheinlich wegen neuerlicher Bildung 
der schädlichen Verunreinigung. 
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gebalts gegenüber Benzol, Aether etc. instabil sein konnten. In 
der Tat schien ein derartiger Einfluf bemerkbar zu sein, falls man 
das Gold, wie üblich, in einer Probierrühre mit Benzol über- 
schichtete, das Glas mit dem Finger verschlof und eine halbe 
Minute lang kräftig schüttelte. (Behandlung A). Sowohl kolloides 
Gold nach dem Formolverfahren hergestellt, (das ich kurz AuF 
nennen werde) nach Zusatz von etwas HCI (H:-Gehalt ca. 107 
Mol/Lt), wie das nach dem Donauschen Verfahren hergestellte 
kolloidale Gold (Au Do) liefen sich auf diese Weiïse vollkommen aus- 
schütten. 

Behandlung B. Ganz anders verhielten sich die schwach 
sauren Goldhydrosole aber, wenn sie in einer gut gereinigten, mit 
Glasstopfen versehenen Glasflasche eine Minute lang kräftig mit 
Benzol geschüttelt wurden. Das kolloide Gold erwies sich als 
vollkommen stabil, falls es rein genug war und nicht mehr als 
10% Mol H'/Lt enthielt. Auch länger fortgesetztes Schütteln brachte 
das Gold nicht zur Koagulation. 

Ebenso wurde das saure Goldhydrosol nicht verändert, wenn 
man die Eprouvette nicht wie nach Verfahren À mit dem Finger, 
sondern mit einem Kork verschlof. 

Weitere Versuche machten es zweifellos, da die Haut eines 
selbst sorgfältig mit Benzin, Alkohol und destilliertem Wasser ge- 
reinigten Fingers eine Substanz an das Goldhydrosol abgab, die, 
wenn auch in minimaler Menge zugegen, die Fähigkeit hatte, das 
schwach saure Goldhydrosol unter Blaufärbung zu koagulieren, 
während AuF ganz unverändert bleibt. 

Destilliertes Wasser, welches kurze Zeit mit der Hand in Be- 
rübrung war, koagulierte gleichfalls das Donau’sche Goldsol, 
auch ohne Benzolzusatz !). 

Bei Prüfung der Frage, welche Substanz in so minimaler Menge 
diese hôchst auffallende Wirkung hervorgebracht haben kôünnte, 
ergab sich, daf alle von mir untersuchten Eiweifkôrper in Kon- 
zentrationen von nur wenigen hunderttausendstel Prozent Farben- 
umschlag in Violett hervorriefen, wäbhrend viele andere Substanzen 
sich als wirkungslos erwiesen. ($S. Abschnitt IV B). 

Es hat sich also in allen Fällen, in denen rote, kolloide Grold- 
lôsungen (gleichgültig ob bei schwach saurer oder alkalischer Re- 
aktion) sich mit Benzol, Toluol oder Aether koagulieren liefien, 
herausgestellt, da diese Koagulation auf Verunreinigungen ent- 


1) Ebenso verhielten sich Schweif und Harn und andere Kôrperflüssigkeiten 
von Milch genügten 0,2 mg um 10 CC Au Do violett zu färben. 
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weder des kolloidalen Goldes oder der damit in innige Berührung 
gebrachten Flüssigkeit zurückzuführen ist !). 

Die in Wasser gelôsten Verunreinigungen (bei sauren Goldlô- 
sungen Z.B. Eiweifsubstanzen) bewirken zunächst Koagulation 
des Goldes, das dann in Form grüberer Teiïlchen stets an die 
Grenzfläche geht, daselbst ein metallschimmerndes Häutchen bil- 
dend; die in der organischen Flüssigkeit (Aether, Benzol, Amyl- 
alkohol etc.) enthaltenen Verunreinigungen kônnen, falls sie an 
der Oberfläche sich anreichern, wie flüchtige Fettsäuren u. dgl., auch 
direkte Vereinigung der Flüssigkeitstrôpfchen mit dem Gold und 
damit Koagulation veranlassen. 


I. Beschreibung der Erscheinungen. 

In den meisten Fällen, wo Koagulation des Goldes beim 
Schütteln mit organischen Lôüsungsmitteln eintritt, beobachtet man 
folgendes: Schon während des Schüttelns tritt Farbenumschlag von 
Rot in Blau ein und gleichzeitig Vereinigung des Goldes mit den 
emulgierten Trôpfchen der zweiten Flüssigkeit. Meist folgt in 
kurzer Zeit Klärung der Emulsion, indem bei Benzol z. B. die an 
ihrer Oberfläche mit Gold bekleideten Trüpfchen emporsteigen, 
sich zu grôüBeren Tropfen und scblieflich ganz mit der Benzol- 
schicht vereinigen. Dabei tritt eine bedeutende Verkleinerung der 
Grenzfläche ein, und das Gold reichert sich an ihr an, so daB die 
Berührungsfläche der beiden Phasen, wie schon Reinders her- 
vorhebt, ein starkes metallisches Reflexionsvermügen bekommt. 
Diese goldhaltige Schicht hat die Eigenschaften einer sich an der 
Grenzfläche ausbreitenden ôlartigen mit den beiden anderen nicht 
mischbaren Flüssigkeiten. Sie hat das Aussehen von flüssiger 
Bronce und kann beliebig oft durch Umschütteln zerstürt werden; 
sie bildet sich von neuem, sobald die Trôpfchen der Emulsion zu- 
sammenfliefen. Auch steigt sie in der Regel an der Glaswand 
empor, diese gleichmäfBig bedeckend, soweit Wasser und Benzol 
sich an der Wand ausbreiten. Aus dieser Beweglichkeit und Ex- 
pansionsfähigkeit der zusammenhängenden Schicht ergibt sich, daf 
die einzelnen Groldteilchen (Sekundärteilchen) noch durch Flüssig- 
keitshüllen getrennt sein müssen. Zuweilen nimmt dieses gold- 


1) Vergl. damit eine Mitteilung von v. Weimarn und Alexejew, wonach 
alle Kolloide beim Schütteln mit Flüssigkeiten, welche in Wasser unlôslich sind, 
koagulieren sollen, Gold bereits nach 1—5 minutenlangem Schütteln. (Chem. Zen- 
tralbl. 1914, I, 1627). Auch dieses Resultat ist zweifellos auf Verunreinigungen 
des verwendeten Goldhydrosols resp. der organ. Lüsungsmittel zurückzuführen. 
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haltige Häutchen aber auch die Eigenschaften einer festen Membran 
an. Dies wurde bei Anwendung von Toluol üfters beobachtet: vor- 
sichtiges Schütteln lieB innerhalb des Toluols grüfere, von einer 
goldhaltigen Membran umgebene Toluoltropfen entstehen, die in- 
folge adhärierender Luft an die Oberfläche stiegen und dort platzten; 
das goldhaltige Häutchen kontrahierte sich dann ein wenig und 
fiel wie die Haut eines geplatzten Luftballons auf die Grenzfläche 
herab. Wenn also die Goldteilchen einander genügend stark ge- 
nähert werden, so verliert sich die flüssige Beschaffenheit der 
Membran. Diese für die Theorie der Membranen wichtigen Beob- 
achtungen sollen noch näher untersucht werden. 

Die Farbe dieser Häutchen, wie auch Reinders beobachtet 
hat, ist in der Regel blau im durchfallenden und bronzeglänzend 
im auffallenden Licht. Bei Gegenwart von Schutzkolloiïd, das eine 
Vereinigung der Primärteilchen!') verhindert, rot im durch- 
fallenden und grüngolden im reflektierten Lächt. 


II. Einfluss der Teilchengrôsse. 

Wie schon erwähnt, haben die Ultramikronen der nicht ver- 
unreinigten roten Goldlüsungen keine Neigung an die Grenzfläche 
zu gehen. Dagegen wurde gefunden, daB in allen Fällen das koa- 
gulierte Gold, also grôübere durch flockenartige Vereinigung der 
Primärteilchen entstehende Sekundärteilchen, sofort quantitativ an 
die Grenzfläche gingen, gleichgültig, ob das Metall durch Elektro- 
lyte oder durch Ultrañfiltration oder Eindampfen koaguliert wor- 
den war. 

Man kann also allgemein sagen: reines kolloidales Gold ist 
stabil gegen Ausschütteln, koaguliertes dagegen instabil. 

Da bei Elektrolytzusatz eine Verkleinerung der elektrischen 
Potentialdifferenz unter das ,kritische Potential“ eintritt, so künnte 
man diesem Umstand zunächst die Instabilität des koagulierten 
Groldes zuschreiben, umsomehr als Elektrolyte auch die Potential- 
differenz der Benzoloberfläche herabsetzen. 

Dieser EinfluB kann aber nicht der wesentliche sein, denn in 
allen Fällen, wo stürende Elektrolyte (oder auch Kolloide) ausge- 
schlossen wurden, zeigte sich dieselbe GesetzmäBigkeit. In Wasser 


1) Der ursprünglichen, rot färbenden, massiv mit Metall erfüllten Teilchen, 
die bei der Koagulation flockenartig zu blau färbenden Sekundärteilchen 
zusammentreten. Die Ausdrücke rühren von W. Mecklenburg her; ich habe 
früher im gleichen Sinne die Bezeichnung &- und f-Teïlchen gebraucht, Schutz- 
kolloide gehen zuweilen leicht an die Grenzfläche und nehmen die Goldteilchen mit. 


46 | R. Zsigmondy, 


suspendiertes Gold mittleren Zerteilungsgrades geht an die Grenz- 
fläche, gleichgültig auf welchem Wege es hergestellt wird: durch 
Ultrafiltration eines Hydrosols und Aufschlämmen des Koagulierten 
in Wasser; durch Elektrolytfällung, auch nach dem Wegwaschen 
der fällenden Elektrolyte; durch Eindampfen in einer Platinschale 
und Aufschlämmen des Koagulierten. 

Um alle Einflüsse von Fremdstoffen auszuschalten, wurde Gold- 
draht nach Bredig in reinem, in einer Quarzschale befindlichem 
Wasser zerstäubt. Man erhält dadurch ein hellgrauviolettes Hy- 
drosol, das noch sehr viel suspendiertes Gold der verschiedensten 
Teïlchengrüfien enthält, auch geschmolzene, mikroskopische Goldkü- 
gelchen, die schnell zu Boden sinken. Durch Schütteln mit Benzol 
kann das Hydrosol sofort von den langsam sedimentierenden Teil- 
chen befreit werden, indem diese an der Grenzfläche sich ansam- 
meln und dort festgehalten werden, oder, falls viel grobes Gold 
vorhanden ist, als zusammenhängende Häutchen zu Boden sinken. 
Das zurückbleibende Hydrosol enthält nur mehr die feinsten Ul- 
tramikronen, die nicht mehr sedimentieren und auch nicht an die 
Grenzfläche gehen. 

Blattgold, in Wasser oder verdünntem Alkohol aufgeschwämmt, 
begibt sich beim Schütteln mit Benzol vollständig an die Grenz- 
fläche oder geht in das Benzol über. 

Die Erklärung für die Tatsache, daB die grôberen Teilchen 
der Suspension sich mit den Benzoltrôpfchen zusammenlagern, die 
feineren der kolloiden Lüsung dagegen nicht, scheint mir sehr nahe- 
liegend zu sein, wenn man annimmt, daf die Goldteilchen An- 
zichungskräfte auf die Benzolteilchen ausüben, die stets eine Ver- 
einigung herbeiführen würden, wenn nicht Wasserhüllen und ne- 
gative elektrische Ladung, die sowohl bei Gold wie bei Benzol 
vorhanden ist, der Vereinigung entgegenwirkten. 

Sind die Teilchen kleiner als der Radius der Wirkungssphäre, 
so wird die Anziehungskraft erhôht, wenn mehrere zu einem Kom- 
plex zusammentreten und kann dann zu einer Vereinigung mit 
den Benzolteilchen führen, wenn die Resultierende der Anziehungs- 
kräfte den Einfluf der abstofienden Kräfte überwiegt !). 

So erklärt sich auch die von Wiegner?) beobachtete Wir- 
kung grôberer Ultramikronen, die in elektrolythaltigen, instabilen 
Hydrosolen als Koagulationszentren dienen, ferner die Müglichkeit, 


1) Vergl. die äbnlichen Ausführungen über Koagulation von Fr. Powis, 
Z. phys. Chem. 89, 204; 1914. 
2) G. Wiegner, Kolloid.-Z. 8, 227; 1910. 
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aus violettrot gewordenen Solen durch Schütteln mit Benzol die 
grôberen, blaufärbenden Teilchen zu entfernen, so daf die ur- 
sprüngliche rote Farbe der kolloidalen Goldlüsung zuweilen wieder- 
hergestellt werden kann. | 

Andrerseits kann Verkleinerung der abstofenden Kräfte, wie 
die Erniedrigung der elektrischen Ladung der Teilchen unter das 
kritische Potential gleichfalls Koagulation herbeiführen. 


IUT. Elektrische Ladung. 


Da für die Beurteilung der obigen Reaktionen auch u. a. die 
Kenntnis der elektrischen Ladung der Teïlchen von Wichtigkeit 
ist, so wurde diesem Gegenstand einige Aufmerksamkeit geschenkt. 
Benzol, wie auch Gold und viele andere Kôrper sind in reinem 
oder schwach alkalischem Wasser stets negativ geladen und wan- 
dern zur Anode. 

Elektrolyte bewirken allmähliche Entladung, zuweilen Umla- 
dung, und Koagulation tritt meist ein, bevor die Teilchen entladen 
sind !). 

Besonders energisch wirken bekanntlich mehrwertige Kationen 
und von den einwertigen auch das Wasserstoffion. Bezüglich des 
Benzols liegen mir keine Erfahrungen vor, dagegen hat R. Ellis 
bei Emulsionen von fettsäurefreiem Cylinderôl Versuche über die 
Entladung der Oeltropfen durch Wasserstoffionen gemacht. Die 
Resultate finden sich in der folgenden Tabelle zusammengestellt. 
Man ersieht aus derselben, daf sowohl Glas wie Oel selbst in be- 
trächtlich angesäuertem Wasser negativ geladen sind. Benzol 
dürfte sich ähnlich verhalten, und bei Gold bin ich zu einer Po- 
tentialkurve gelangt, die ähnlich wie bei Cylinderôl verläuft. Das 
kolloidale Gold ist also auch in saurer Lüsung negativ geladen, 
es wird bei zunehmendem Säuregehalt nur allmählich entladen und 
koaguliert, ehe es seine Ladung verliert. Bei einer H--Konzen- 
tration von annähernd 10% Mol/Lt hatte das Gold noch eine Be- 
weglichkeit gegen die Anode, die 2/3 des in der ursprünglichen 
Lôüsung Au F vorhandenen Wertes betrug. Aehnliches hat v. Ga- 
lecki bei der Koagulation von Gold mit BaCl, (SrCl), Ca Cl 
und MgCl: gefunden. Koagulation tritt also ein, lange bevor die 
Teilchen entladen sind, wie dies auch Powis bezüglich der Oel- 
emulsionen gezeigt hat. 


1) Powis L. cit.; von Galecki Z. f. anorg. Chem. Bd. 74, p. 174. 
2) R. Ellis, Z. physikal. Chem. 78, 321; 1911. 


48 | R. Zsigmondy, 


Tabelle. 
Elektrolytkon- | Kontaktpotentiale !) 
zentration Oel — Wasser | Glas — Wasser 
n/10 HCI 0,000 0,000 
n/40 , 0,0022 0,0022 
n/100 HCI 0,0088 0,0025 
n/200 , 0,0185 0,0125 
neutral | 0,050 | 0,064 
n/1000 Na HO 0,072 0,049 
n/500 4 0,068 0,049 
n/100 Na HO 0,042 0,029 
pf20 se, 0,022 0,0155 


IV. Darstellung der kolloiden Goldlôsungen. 


Die zu vorliegenden Versuchen verwendeten Hydrosole wurden 
hergestellt entweder nach dem Formol- Verfahren unter Anwen- 
dung von 3 CC Keimfüssigkeit auf 120 CC Wasser?), oder nach dem 
Donau’schen Verfabren *). 

Die nach dem ersten Verfahren gewonnene kolloide Goldlô- 
sung enthält in einem Liter neben 58,5 mg Gold noch von der Her- 
stellung her 2,8 Milliaequivalent K2 CO: 

0,44 : HCOOK 
1,16 3 KCI. 

Die Donau’sche Lôsung nach dem Vertreiben von CO und 
CO: neben 61 mg Gold nur 1,2 Milliaequivalent Chlorwasserstoff. 

Zur Darstellung dieses Hydrosols wurde Kohlenoxydgas bei 
Zimmertemperatur in eine Lôsung von 2,5 CC einer 0,6 °/oigen Lü- 
sung von Groldchlorwasserstoff in 120 CC Wasser eingeleitet. Man 
erhält eine purpur bis violettrote Flüssigkeit mit zahlreichen grünen 
neben roten und gelben Teiïlchen mittlerer Grôfe. Die Flüssigkeit 
ertrug längeres Aufkochen ohne zu koagulieren; bei mehrfacher 
Herstellung erhielt man stets Produkte gleicher Beschaffenheit. 

Dieses Hydrosol (Au Do) zeigt wegen seines Säuregehalts viel- 
fach ganz andere Reaktionen als das Hydrosol (Au F) z. B. Farben- 


1) ÔI und Glas sind negativ geladen. 

2) Z. phys. Chem. 56, 65; 1910; 1898. Zsigmondy: Kolloidchemie, Leipzig 
1912, S. 94—96, 

3) J. Donau, Monatshefte für Chem. 26, S. 525. 1905. 
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 umschlag mit Eiweif u. dgl.; man kann aber durch Hinzufügen 
der nôtigen Menge Alkalikarbonat die Eiweifempfindlichkeit voll- 
ständig aufheben; umgekehrt läft sich aus AuF eine eiweif- 
empfndliche Goldlôüsung herstellen durch vorsichtiges Hinzufügen 
von 3, bis 4 CC n/10 Salzsäure zu 100 CC Goldhydrosol. Das 
so gewonnene Reagens Au F, zeigt wegen seiner hochroten Füär- 
bung den Farbenumschlag durch Eiweif noch schôner als Au Do. 


Modifikation des Donau’schen Verfahrens. 

Eine viel gleichmäBigere, feinere und stabilere Zerteilung des 
Goldes erhält man, wie ich fand, wenn man vor der Reduktion 
der Flüssigkeit etwas Kaliumkarbonat zusetzt (3 CC einer 0,18 
normalen Lôüsung auf 120 CC H20) und nach Einleiten von Kobhlen- 
oxyd aufkocht. Diese kolloide Lôüsung war hochrot und verhielt 
sich ganz ähnlich wie die nach dem Formol-Verfahren hergestellte. 


V. Stabilisierende Ionen. 

Zur Zeit als ich die sauren Goldsole für benzolinstabil hielt 
und den Eiïnfluf der EiweiBstoffe der Epidermis auf die Reaktion 
mit Benzol noch nicht kannte, wurden zahlreiche Versuche nach 
dem Verfahren À gemacht, durch welche festgestellt werden sollte, 
welche Ionen stabilisierend auf das kolloide Gold wirken, indem 
schwach saure Goldlüsungen (Au Do oder Au F, nach Zusatz von 
geeigneten Salzen) mit Benzol in der mit dem Daumen verschlos- 
senen Eprouvette geschüttelt wurden. Die Versuche haben nur 
mehr bedingten Wert, und ich will darum kurz erwähnen, daf die 
EiweiBreaktion auf kolloides Gold (und damit auch auf die Aus- 
schüttelbarkeit durch Benzol) umso weniger leicht eintritt, je we- 
niger sauer das Hydrosol ist, daB neutrale Lüsungen durch EiweiB 
gemeinsam mit Benzol nur schwer koaguliert werden, und daf 
Hydroxylionen ferner Carbonat- und Citrationen stabilisierend 
wirken, die letzteren sogar bei saurer Reaktion (H° ca. 10 bis 
107* Mol/Lt. oder etwas hôher; weniger deutlich stabilisieren For- 
miat- und Acetat-, garnicht aber Chlorionen. 


VI. Reaktionen des kolloïidalen Goldes. 

Die auBerordentlich grofe Empfindlichkeit des schwach sauren 
kolloiden Goldes gegen Verunreinigungen durch Proteinstoffe, die 
Unempfndlichkeit und Beständigkeit des schwach alkalischen gegen- 
über den gleichen Einflüssen, gab Veranlassung zu einer näheren 
Untersuchung dieser Verhältnisse. Zum. Vergleich wurden heran- 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1916. Hett 1. 4 
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gezogen die nach dem Formolverfahren hergestellte Lôsung Au F 
und eine daraus durch Ansäuern ‘)gewonnene Lüsung Au Fs, ferner 
das Donau'sche Hydrosol Au Do. 

Es war für mich interessant, zu erfahren, ob das saure Gold- 
koiloid gegen alle koagulierenden Einflüsse empfindlicher wäre als 
das alkalische; die Benzolstabilität beider Arten von Kolloidli- 
sungen sprach dagegen. Ferner ist bekannt, da8 manche Protein- 
stoffe ausgezeichnete Schutzkolloide sind; es erschien wichtig zu 
prüfen, ob zwischen Schutzwirkung auf Au F und koagulierender 
Wirkung auf Au Fs oder Au Do irgend eine Beziehung bestände. 


A. Elektrolytfällung. 


Die Wirkung eïniger Elektrolyte auf kolloides Gold ergibt 
sich aus Tabelle I, in welcher die Anzahl CC der in Spalte I an- 
geführten Elektrolyte angegeben sind, die zu 10 CC der bewegten 
Goldlôsung langsam tropfenweise hinzugefügt eine Farbänderung 
in schmutzig violettrot bis violett erzeugen. 

Aus dem Vergleich der Spalten II, IIT und IV ergibt sich, 
da8 die Gegenwart kleiner Mengen von Lauge oder Säure wenig 
EinfluB auf die Elektrolytfällung ausübt; abgesehen von den Ver- 
suchen mit Aluminium- oder Eisenchlorid, die in der schwach al- 
kalischen Goldlüsung keine Farbenänderung herbeiführen, sondern 
die Bildung von purpurfarbigen Niederschlägen, deren Entstehung 
auf Bildung von kolloiden Aluminium- und Eisenoxyd zurückzu- 
fübren ist. (Analoga des Cassiusschen Goldpurpurs). 


Tabelle I. 
I Il Il IM 

Elektrolyt Au Do Au Fs Au F 
1. KCI n/10 3,2—3,5 2,9—9,5 UT 
2, Na CI normal 0,3—0,4 0,15—0,18 0,3—0,4 
3. Cu CI, n/100 RE LE 0,2—0,3 
4. Ba CI, n/100 111 PAL Des 
5. Sr CI, n/100 1,2—1,4 LISTE 1,3—1,5 
6. FeCl, n/100 0,07—0,1 ce bei 0,5—1 CC 
7. AlCI, n/100 0,08—0,14 | 0,08—0,12 |} Purpurflocken 


1) 0,35 CC n/10 HCI auf 10 CC AuF. 
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Bei CuCl findet sich gleichfalls eine Ausnahme, die ihre Er- 
klärung darin finden künnte, daB wahrscheinlich Hydroxyl- und 
Carbonationen an der Ladung der Goldteïlchen in AuF beteiligt 
sind und durch das mit ihnen eine unlôüsliche Verbindung einge- 
hende Cupriion leichter entladen werden als die Teiïlchen in AuFs 
und Au Do. 

Qualitative Proben mit verschiedenen Substanzen ergaben, daf 
die saure Groldlôsung gegen zahlreiche Stoffe unempfndlich ist, so 
gegen Kaliumstearat, Natriumoleat, Glycerin, Ovolezithin, gegen 
Ammoniak, Pyridin, Dimethylamin, Harnstoff, gegen Dextrin, 
* Reisstärke, Kartoffelstärke (letztere beide in Suspension), gegen 
Aminosäuren, Glykokoll, Alanin und Leuzin; sehr empfndlich je- 
doch gegen Milch, Speichel, Schweif und andere Kôrperflüssigkeiten, 
ferner gegen eine Suspension von Weizenmehl, wohl infolge ihres 
Gehalts an EiweiBstoffen. 


B. Wirkung der Proteine. 


Besonders interessant gestaltet sich die Untersuchung der 
Wirkung von Eiweifistoffen auf Au Do und Au Fs, weil die Pro- 
teinstoffe bekanntlich in der Regel schützend gegen die Elektrolyt- 
fällung der hochroten Goldlüsung Au F wirken, und weil die Be- 
stimmung der Goldzahl, die als Ma8 der Schutzwirkung angesehen 
werden kann‘), gestattet, sehr erhebliche und charakteristische 
Unterschiede zwischen den einzelnen Proteinstoffen festzustellen ?). 

So sind die Goldzahlen*) von Gelatine 0,005—0,01, von kry- 
stallisiertem Eialbumin 2—8, von Globulin 0,04—0,08, während 
einzelne Eiweifkôrper, insbesondere Abbauprodukte der genuinen 
Proteine, wie Albumosen und Peptone, die Eigentümlichkeit haben, 
die Lüsung AuF auch ohne Elektrolytzusatz violett zu färben. 
Dies wurde zuerst von Schulz und Zsigmondy an einer ver- 
mutlich albumosehaltigen Albuminfraktion des Eiïklar beobachtet, 
später von Ed. Zunz‘) an zahlreichen Albumosen und, Peptonen. 

Es ist im hôchsten Grad bemerkenswert, da alle diese enormen 
Unterschiede im Verhalten gegen die Goldlôsung Au F stark zu- 


1) Zsigmondy, Z. f. analyt. Chem. 40, $. 697; 1901. 
2) Vergl. auch Schulz u. Zsigmondy, Hofmeister’s Beiträge 3, $S. 137; 
1902. Fernere Liter. in Zsigmondys Kolloidchemie, Leipzig 1912, S.112—121. 
- 8) D.h. diejenige Anzahl von mg Schutzkolloid, die den Farbenumschlag 
10 CC der hochroten Goldlôsung (durch 1 CC 10°/,iger Kochsalzlôsung) in Violett 
ben nicht zu verhindern vermag. 
4) E. Zunz, Archives internat. de Physiol. 1, S. 427—439; 1904 u. Bull. 
Soc. Roy. de Sc. Med. et Nat, 64, S. 174—186 ; 1906. 
A* 
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rücktreten, sobald man sie etwas ansäuert (3,5 CC n/10 HCI auf 
100 CC Goldlüsung), oder wenn man statt Au F das Hydrosol Au 
Do verwendet, indem dann eine Eigenschaft besonders stark her- 
vortritt, die Fähigkeit, in minimalen Mengen dem Goldsol zuge- 
setzt Koagulation unter Farbenumschlag in Violett oder Blau zu 
bewirken. 

Diese eminente Verschiedenheit von Au F und Au Fs ist nicht 
etwa in einer Veränderung des kolloiden Goldes bedingt, das seinen 
Zerteilungsgrad und seine negative Ladung in schwach saurer Lô- 
sung beibehält, sich also hier als das stabile Kolloïd erweist, son- 
dern in den Eigenschaften der Eiïweifkôrper, die sich in schwach, 
saurer Lôsung ganz anders verhalten, als in neutraler oder schwach 
alkalischer. 

Die folgenden Angaben beziehen sich alle auf die Veränderung, 
welche die einzelnen Eiweifkôrper in je 10CC der Goldlôsungen 
Au Do und Au Fs hervorrufen. Die Menge EiweiBsubstanz, welche 
Farbenumschlag in Dunkelviolettrot oder Violett bewirkt, ist stets 
in mg angegeben und wird als Umschlagszahl, U Zahl (U Z) be- 
zeichnet; zu ihrer Ermittlung wurden sehr verdünnte Lôü- 
sungen!) unter Umschütteln in die in einem kleinen Erlenmeyer- 
kolben befindliche Goldlüsung tropfenweise zugefügt. Eine ge- 
nauere Bestimmung der U-Zahlen ist nicht erstrebt worden, weil 
die Werte von der Bereitungsweise und dem Feinheitsgrade der 
Goldlôsungen sowie von vielen anderen Faktoren beeinfluft werden. 

Gelatine. Während 0,01mg Gelatine als ausgezeichnetes 
Schutzkolloid den Farbenumschlag, welchen Kochsalz in Au F her- 
vorruft, zu verhindern vermag, bewirken bereits 0,002—0,004 mg 
dieses Kolloids in Au Do und Au Fs Violettfärbung; von einer auf 
1/1000°/o verdünnten Gelatinelüsung genügen 0,2 bis 0,4CC, um 
Farbenänderung in Dunkelviolett oder Blauviolett zu erzeugen. 
Setzt man hingegen viel Gelatine auf einmäl zu, so vereinigt sich 
soviel davon mit den (Goldteilchen, daf diese nicht mehr unter 
Farbumschlag zusammentreten kônnen, wodurch die Reaktion ver- 
deckt wird. 

Aebnlich wirksam verhält sich Haemoglobin?), (U-Z. 0,0015— 
0,003)und Albumin aus Eïern?) (U-Z- 0,002—0,003), dessen Gold- 


1) Es sei besonders darauf hingewiesen, daB starke Verdünnung der Eiweif- 
lüsung erforderlich ist, weil bei konzentrierteren Lüsungen, oder wenn man zu- 
viel auf einmal zusetzt, üôfters Schutzwirkungen eintreten, die die Reaktion ver- 
decken. 

2) Käufliches Präparat von E. Merck, mehrere Jahre alt. 


D 
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zahl 0,1—0,2 war. Von Albumin-Merck ist also hundertmal mebr 
erforderlich um Au F gegen die Kochsalzfällung zu schützen als 
gebraucht werden, um Au Fs oder Au Do für sich blauviolett zu 
färben. 

Wurde Au F mit 0,003 mg Albumin-Merck versetzt, so blieb 
die Lôsung schôün hochrot; nach Hinzufügen von 0,85 CC n/10 HCI1 
trat aber Blaufärbung ein, entsprechend dem Verhalten der sauren 
Goldlüsung Au Fs, während die gleiche Menge HCI allein die Li- 
sung unverändert läfit. Auch andere Schutzkolloïide, wie protal- 
binsaures Natron und Kasein, verhielten sich ähnlich. 

Eine Lôüsung von Kasein in sehr wenig Ammoniak hatte die 
Goldzahl 0,015. Bei der Bestimmung der U-Zahl zeigten sich ge- 
wisse Schwierigkeiten; so erwies sich die 0,01°/ige Kaseinlôsung 
als sehr wirksam, die 1/1000 bige Lôsung aber als ganz wirkungs- 
los. Bei näherer Prüfang ergab sich, daB das Kasein (wohl in- 
folge des Kohlensäuregehaltes des Verdünnungswassers) zu grü- 
beren Teïlchen zusammengetreten war. (Tyndallkegel sehr deutlich). 
Hinzufügen von wenig Ammoniak zur Kaseinlôsung stellte die 
erwartete Wirksamkeit wieder her (U-Zahl 0.002—0,004). 

Gelegentlich der Bestimmung der Goldzahl wurde der lange 
gesuchte reversible Farbumschlag der kolloiden Goldlôsung ent- 
deckt. (Vergl. Abschnitt VIIT). 

Zur Uebersicht seien die U-Zahlen und zum Vergleich die 
Goldzahlen der untersuchten Proteine zusammengestellt. 


US 7; Goldzahl 
Grelatine 0,002 —0,004 0,005—0,01 
Haemoglobin-Merck 0,0015—0,003 
Albumin-Merck 0,002 —0,008 0,1—0,2 
Kasein 0,002 —0,004 0,01—0,03 


Man sieht, da die U-Zahlen sehr klein sind und alle derselben 
GrôBenordnung angehôren. Die saure Goldlôsung kann demnach 
als äuBerst empfndliches Reagens auf Eiweifkôrper dienen, und 
ihre Anwendung wird sich in Fällen empfehlen, wo die Gegen- 
wart anderer gleichfalls eine Farbenänderung der kolloiden Gold- 
lôsung bewirkenden Substanzen ausgeschlossen ist. 

Die zunächst hôchst merkwürdig erscheinende Tatsache, daf 
dieselben Substanzen, welche Au F gegen Farbumschlag schützen, 
die sauren Goldhydrosole koagulieren, erklärt sich in ein- 
facher Weise aus der gegenseitigen Fällung entge- 
gengesetzt geladener Kolloide. Eiweif ist in neutraler 
und schwach alkalischer Lôüsung ebenso wie Gold negativ geladen; 
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der isoelektrische Punkt liegt bei einer Wasserstoffionenkonzen- 
tration von etwa 2.101), 

In Lüsungen, die eine hôhere Wasserstoffionenkonzentration 
besitzen, ist EïweiB positiv geladen. Es sind demnach in saurer 
Lüsung die Bedingungen zur gegenseitigen Fällung entgegengesetzt 
geladener Kolloide vorhanden, in alkalischer oder neutraler Li6- 
sung aber nicht. Wie bei der von W. Biltz näher studierten 
gegenseitigen Fällung existiert hier eine Fällungszone und ein Op- 
timum der Fällung bei Mengenverhältnissen, die der U-Zahl ent- 
sprechen. 

Wenn man will, kann man die Eiweifteilchen auch als sehr 
grofe Moleküle eines amphoteren Elektrolyten ansehen. Die Ge- 
genwart von Säure würde dann zur Ausbildung hochmolekularer 
polyvalenter Kationen führen, die als vielwertig und auferdem 
stark adsorbierbar ein sehr hohes Fällungsvermôügen besitzen. 

Witte-Pepton. Wie schon erwähnt, hat E. Zunz ge- 
gefanden, dafi die Mehrzahl der Albumosen und Peptone in kol- 
loider Goldlôsung Au F auch ohne Elektrolytzusatz einen Farben- 
umschlag in violet oder blau erzeugen?). Zunz bestimmte auch 
die Menge Albumosen, welche erforderlich sind, um diese Farben- 
änderungen herbeizuführen und fand z. B. für 

Thioalbumose  2,6—4,0 
Albumose B1 0,08—0,32 
Pepton.« 0,24—0,52 
Pepton 6° 3,6—7,4 
Pepton f° 4,4—2,8. 

Ich untersuchte das Verhalten des Handelsproduktes Witte- 
pepton, eines Gemisches von Albumosen und Peptonen. Die Farb- 
änderungen, welche eine 0,1°/oige Wittepeptonlüsung in 10 CC 
Goldlôsung AuF hervorruft, sind in folgender Tabelle angeführt. 


Farbe von AuF Farbe nach Zu- 


FUÉRRE — Pept. ohne Na CI | satz von Na Cl 
0,02 | Rot | 
0,0 k Alle in wenigen 
0,2 à Sekunden blau 
1,0 Purpur, nach 5 Min. werdend. 
4,0 Violett 


1) Für Serumalbumin und Glutin von Michaelis und seinen Mitarbeitern | 
bestimmt. (Biochemisches Centralblatt 24,80; 30.143, 1910; 33,181 und 47, 
250, 1912. | 

2) Eine Ausnahme machen Protalbumose und Heteroalbumose mit den Gold- 
zahlen 1,60—3,36 und 0,01—0,075. 1 
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Goldschutz ist nicht vorhanden. Nach diesen Versuchen ver- 
hält sich also das untersuchte Präparat ähnlich wie Thioalbumose 
oder Pepton $, indem etwa 4mg den Farbenumschlag von Au F 
herbeïführen. Auferordentlich viel grüfier ist aber seine Wirkung 
in saurer Goldlüsung ; 

Wittepepton verdünnt auf 1/1000°/ 
0,2 CC  Violettrott 
0,35 CC Blauviolett | CUT 

Wir kommen bei Wittepepton zu ähnlich kleinen U-Zahlen 
(0,002 bis 0,004) wie bei den Eiweifkôürpern. 

Peptone und Albumosen stimmen also mit den Eiweifstoffen 
in engerem Sinne überein in ihrer Fähigkeit, saure Goldlüsung zu 
koagulieren, sie unterscheiden sich von ihnen aber durch die Fähig- 
keit, in der Lüsung AuF einen Farbenumschlag hervorzurufen, 
während letztere in der Regel Schutzwirkung austüiben. 

Diese Eigentümlichkeit der hôhermolekularen Hydrolysenpro- 
dukte der natürlichen Eiweïifistoffe wird dem Verständnis näher- 
gerückt, wenn man das Verhalten basischer Farbstoffe mit in Be- 
tracht zieht, die gleichfalls auf saure wie alkalische Goldlôüsung 
fällend wirken. 

Die gegenseitige Fällung von Au F und basischen Farbstoffen 
ist schon lange bekannt'). In älteren Versuchen ist festgestellt 
worden, daf Fuchsin und Gold sich gegenseitig ausfällen in geeig- 
neten Verhältnissen vollständig, so daf die darüberstehende Flüssig- 
keit farblos wird, daf der schwarze Niederschlag überschüssiges 
Fuchsin enthält, das sich durch Alkohol extrahieren lä6t, daf der 
Zerteïilungsgrad des Goldes wie die Schnelligkeit des Durchmischens 
einen gewissen Einfluf auf die Fällung ausüben ?). 

In der Regel wurden 10 CC Au F durch 0,02—0,05 mg Fuchsin 
dunkelviolett gefärbt und vollständig gefällt. 

Auch neuere Versuche mit AuF und Rosanilinchlorhydrat 
führten zu einem ähnlichen Resultat; wurde die Lôsung Au F aber 
angesäuert, so brauchte man viel weniger Farbstoff, um vollstän- 
dige gegenseitige Fällung herbeizuführen. Wurden je 10 CC Au Do 
oder Au Fs tropfenweise mit Rosanilinchlorhydratlôsung (1/500 °/6) 
versetzt, so ergaben sich folgende Resultate: 


1) Vergl. Zsigmondy, Kolloïidchemie, S. 222, Leipzig 1912. Näher unter- 
sucht wurde die Farbstofffällung von Buxton und Teague. 

2) Feinere Goldhydrosole brauchen etwas mehr Fuchsin als grübere; mischt 
man sehr schnell, so erhält man besser übereinstimmende Resultate als bei lang- 
samem Mischen. Zu starkes Verdünnen der Fuchsinlôsung ist zu vermeiden, weil 
der Farbstoff dann unwirksam wird. 


56 © R. Zsigmondy, 


CC Farbstofflôsung Färbung von Au Do mg Farbstoff 
0,05 Rot 


0,1 Violettrot 0,002 

0,14 Blauviolett 0,0028 
Füärbung von Au Fs 

0,09 Rot 

0,12 Violettrot 0,0024 

0,15 Blauviolett 0,0030 


Wieder ergibt sich eine sehr kleine U-Zahl 0,002—0,003, die 
wohl zufällig mit den bei Pepton und EiweiB erhaltenen überein- 
stimmt. Bei Fuchsin sind es die Kationen, welche sich mit den 
Goldteilchen vereinigen, diese unter das kritische Potential ent- 
laden und mit ihnen zusammen ausfallen; ähnliches kann man 
auch bezüglich der Wirkung der Peptone und Albumosen annehmen. 
Diese werden, wie auch vielfach die EïweiBstoffe gegenwärtig als 
hochmolekulare amphotere Elektrolyte angesehen ‘), deren Lüsungen 
neben undissociiertem Salz auch Anionen und Kationen enthalten ?). 
In saurer Lüsung ist die Zahl der Kationen stark vermebhrt, in 
alkalischer stark vermindert; dementsprechend werden saure Lü- 
sungen viel stärker fällend auf negative Ultramikronen wirken 
als alkalische. 


VII. Beziehungen zu den Arbeiten andrer Forscher. 


Dañ Reinders, insbesondere aber v. Weimarn und Ale- 
xejew durch Unberücksichtigtlassen des Einflusses von Verun- 
reinigungen zu nicht ganz zutreffenden Urteilen über das Ver- 
halten des kolloiden Goldes gegen organische Lüsungsmittel ge- 
langt sind, wurde schon eingangs erwähnt. Es erübrigt, noch auf 
eine Arbeit von Pauli auf Flecker einzugehen. 

Pauli und Flecker) haben gefunden, daf SerumeiweiB, das 
durch lange Dialyse von Salzen weitgehend befreit ist, auf gleich- 
falls dialysierte Kolloïide, Sulfide und Metalle (speziell kolloidales 
Gold) nicht schützend, sondern fällend wirkt. Die genannten Au- 
toren sind geneigt anzunehmen, daf die Fällung darin begründet 
sei, da das Eïweif den anorganischen Hydrosolen die zu ihrer 
Beständigkeit erforderlichen Salze entziehe. 


1) Vergl. Hüber, Physik. Chem. der Zelle, Leipzig 1906; S. 121: 

2) Man darf darüber aber nicht vergessen, daB die eigentlichen Eiweiflô- 
sungen wegen ihrer Unfähigkeit zu dialysieren zu den Kolloiden gehôren. 

3) Biochem. Zeitschr. 41, 461; 1912. 
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Bei kolloïden Edelmetallen halte ich diese Annahme nicht für 
zutreffend, da dieselben auch ohne Elektrolyte als Hydrosole be- 
ständig sind, was u.a. aus der Existenz der Bredig’schen und 
The Svedberg’schen Metaillsole hervorgeht. Es scheint mir 
vielmehr eine Eiweiïffällung ähnlich der hier beschriebenen vorzu- 
liegen, und die Annahme ist nicht ganz von der Hand zu weisen, 
da das Serumalbumin bei einer achtwôchigen Dialyse gewisse 
Veränderungen erleidet, die sein Verhalten gegenüber kolloidem 
Gold beeinflussen kôünnten, etwa in dem Sinne, da8 Charaktere, 
wie sie bei der von Schulz und Zsigmondy beobachteten Al- 
buminfraktion oder bei Albumosen und Pepton beobachtet wurden, 
in den Vordergrund treten. Das Paulïsche elektrolytfreie Al- 
bumin zeigt ja gegenüber dem nicht so stark dialysierten so viele 
Eigentümlichkeïten, die von Pauli und seinen Mitarbeitern in 
ihren gründlichen Arbeïten näher gekennzeichnet wurden, daf man 
an das Mitwirken von Substanzen, die im nativen EiweiB nicht 
oder nur in geringen Mengen vorhanden sind, wohl denken kônnte. 

Nach Heubner und Jacobs!) hat das Serumalbumin eine 
starke Schutzwirkung gegenüber dem kolloiden Golde Au F und 
es wäre interessant, die Goldzahl des Paulischen dialysierten 
Albumins unter Anwendung von undialysiertem AuF zu be- 
stimmen ?). 

Sowohl Ovoalbumin wie auch Serumalbumin sind keine ein- 
heitlichen Substanzen, sondern lassen sich bekanntlich durch frak- 
tionierte Fällung mit Ammonsulfat in mehrere Bestandteile zer- 
legen. Darunter sind die wichtigsten die kristallisierten Albumine 
und amorphe Fraktionen, die verschiedene Goldzahlen aufweisen. 
Daneben machen sich noch Substanzen bemerkbar, die die Eigen- 
schaft besitzen, das kolloide Gold Au F auch ohne Elektrolyt- 
zusatz blau zu färben und die vielleicht durch Hydrolyse aus den 
vorhandenen Albuminarten gebildet werden. Alle diese Substanzen 
sind jedenfalls in dem Pauli’schen Kiweif enthalten. Die sehr 
lange andauernde Dialyse kônnte nun die Bildung der das Gold 
verändernden Produkte begünstigen und darauf kônnten wohl die 
von Pauli beobachteten Eigentümlichkeiten zurückzuführen sein. 


1) Biochem. Zeitschr. 58, 352; 1913. Goldzahlen verschiedener Fraktionen 
zwischen 0,02 u. 0,16. 

2) Die Abwesenheït der Elektrolyte im dialysierten Eiweif würde den Ver- 
gleich nicht stüren, da das kolloide Gold Au F genügend Elektrolyte enthält und 
nur sehr kleine EiweiBmengen zugesetzt werden, so daf der Salzgehalt der Gold- 
lüsung durch das zugesetzte EiweiB, auch wenn es elektrolythaltig ist, kaum ver- 
ändert wird. 
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Die Bestimmung der Goldzahl des lange dialysierten Albumins !) 
nach Zusatz der wegdialysierten Salze (event. im Verein mit frak- 
tionierter Kristallisation des Eiïweif) kônnte entscheiden, ob eine 
derartige Veränderung stattwefunden hat, oder ob die Elektrolyt- 
freiheit des Albumins allein das eigenartige Verhalten des Pauli- 
schen Eiweif bedingt. 


VIII. Der reversible Farbenumschlag. 

Massiv erfüllte kleinere Goldteilchen (Primärteilchen) der roten 
Hydrosole zwischen 1—40 uw beugen grünes Licht ab?); flocken- 
artiger Zusammentritt derselben zu Sekundärteilchen erzeugt Far- 
benumschlag der Groldlüsungen in Blau. Die entstehenden Aggre- 
gate erscheinen im Ultramikroskop gelb oder kupferfarbig. Zur 
Erzielung der Farbenänderung ist es nicht erforderlich, daf die 
Teilchen einander berühren (bis zur untrennbaren Vereinigung ge- 
näbert werden) wie bei der Elektrolytkoagulation. Eine sebr 
weitgehende reversible Annäherung genügt schon, um die Farben- 
änderungen rot-blau im durchfallenden Licht herbeizuführen. Dies 
ist von Kirchner und Zsigmondy” an goldhaltigen Gelatine- 
häutchen gezeigt worden, die beim Eintrocknen blau, beim An- 
feuchten wieder rot werden. 

H. Siedentopf hat der Anschauung Ausdruck verliehen, 
da hier nicht die Teilchenabstände, sondern eine Formänderung 
der Goldteilchen beim Eintrocknen als Ursache des Farbenum- 
schlags anzusehen seien. (Gegen diese Auffassung sind schon an 
anderer Stelle Bedenken erhoben worden). 

Es schien trotzdem von Wichtigkeit, nach einem reversiblen 
Farbenumschlag des Goldes zu suchen unter Umständen, bei wel- 
chen das Eintrocknen als eventuelle Ursache einer Deformation 
der Goldteilchen ganz vermieden wird. Präparate, die unter Wasser 
reversiblen Farbenumschlag zeigen, kann man mit Hilfe von Kasein 
in folgender Weise darstellen: 


1) Zur Bestimmung der Goldzahl müfte, um vergleichbare Werte zu er- 
halten, undialysiertes Au F verwendet werden, da durch Dialyse bei Luftzutritt 
sowohl K2CO3 entfernt, wie CO2 aufgenommen wird, wodurch die Wasserstoff- 
ionenkonzentration stark vergrôfiert würde. Es ist natürlich auf genaue Überein- 
stimmung mit bekannten Werten des Serumalbumins kein gro$es Gewicht zu legen, 
wohl aber würde der Versuch, die Goldzahl zu bestimmen, qualitative Verschieden- 
heiten der betreffenden EiweiBkôrper vielleicht erkennen lassen. — 

2) Farbe des Hydrosols im durchfallenden Lichte ist rot; Zsigmondy, 
Zur Erkenntnis der Kolloide. Vgl. auch die Ausführungen und Literaturangaben 
Zsigmondy, Kolloidchemie, $. 99—108. 

3) Drude’s Ann. 15, 573; 1904. 

4) Zsigmondy, Kolloidchemie $. 108. 
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10CC Au F werden mit 0,1—0,25 CC einer 0,01°/igen Ka- 
seinlüsung) gemischt und mit 0,3—0,6 CC einer zehntelnormalen 
Salzsäure versetzt, worauf Violett- oder Blaufärbung eintritt. Hin- 
zufügen einiger Tropfen Ammoniak erzeugt wieder Rotfärbung. 
Der reversible Farbenumschlag erinnert an den von Congorot oder 
Benzopurpurin mit Säuren und Alkalien und ist zuweilen ganz 
überraschend schôn. 

Da Kasein- und Goldlüsung nicht immer die gleiche Beschaffen 
heiït haben, empfehlt es sich, die Verhältnisse zur Erzielung eines 
guten Farbenumschlags in einigen Vorversuchen auszuprobieren. 
Die Salzsäure bewirkt Verringerung der Teilchenzahl auf 1/20 bis 
1/100 und entsprechend das Auftreten von sehr hellen gelben Se- 
kundärteilchen, in welchen eine grofie Zahl von Primärteïilchen 
enthalten sind. Durch Ammoniakzusatz werden diese Aggregate 
wieder in kleinere Sekundärteilchen und Primärteilchen gespalten, 
was mit einer Farbenänderung Blau-Rot verknüpft ist. Es ist 
anzunehmen, da bereits eine Auflockerung der Aggregate durch : 
Ammoniak (entsprechend einer Art Quellung der Sekundärteilchen) 
bereïits eine Verschiebung des Absorptionsmaximums nach dem 
blauen Ende des Spektrums und damit eine Farbenänderung gegen 
Purpurrot bewirkt; einige Versuche in dieser Richtung scheinen 
für diese Auffassung zu sprechen. 

Man kann den reversiblen Farbenumschlag auch mit der Gold- 
1ôsung Au Fs erhalten, wenn man etwas mebr Kasein als zur Er- 
reichung der U-Zahl und nachträglich Ammoniak zusetzt. 

In allen diesen Fällen verhindert das vom Gold aufgenommene 
Kasein bei richtig gewählten Versuchsbedingungen einen irrever- 
siblen Zusammentritt der Goldteilchen, so daf durch Ammoniak 
eine Trennung der Primärteilchen in den blaufärbenden Sekundär- 
teilchen ermôglicht wird. 


Zusammenfassung. 


1. Es wurde gezeigt, daf genügend reines kolloides Gold 
beim Schütteln mit Benzol und anderen organischen Flüssigkeiten 
nicht koaguliert. Die Angaben, da Goldhydrosole sich mit den 
genannten Flüssigkeiten ausschütteln lassen, beruhen auf Nichtbe- 
achtung des Eïnflusses gewisser Verunreinigungen, welche selbst 
koagulierend wirken, insbesondere auf säurehaltige Groldlôsungen. 

2. Grübere Zerteilungen des Edelmetalls, absetzende Suspen- 


1) O,1gr Kasein nach Hammarsten in wenig überschüssigem Ammoniak ge- 
lôst und hierauf auf 1 Liter mit Wasser verdünnt. 
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sionen und Blattgold lassen sich im Gegensatz zu den in reinen 
Goldlüsungen enthaltenen Ultramikronen mit Benzol leicht aus- 
schütteln, selbst wenn sie negativ geladen sind wie die Benzol- 
trôpfchen. Koaguliertes (Gold wird sofort von den Benzoltrôpfchen 
aufsenommen und verdichtet sich an der Grenzfläche (Abschnitt II 
und III). 

3. Die weitere Untersuchung betrifft die Abhängigkeit der 
Reaktionen des kolloiden Goldes von einem geringen Alkali- oder 
Säuregehalt. Es zeigten sich dabei z. T. ganz unerwartete Er- 
scheinungen. 

a) Die Koagulation der Goldlôsung durch Salze der Leicht- 
metalle wird durch die Gegenwart von Salzsäure (bis 10 Mol/Lt) 
wenig beeinflufit; ebenso hat dieselbe keinen merklichen Einfluf 
auf das Verhalten gegen Benzol. 

b) Sowohl schwach alkalische wie schwach saure Goldlôsungen 
werden nicht oder nur schwierig koaguliert durch Kohlehydrate, 
 Salze hôherer Fettsäuren, einsäurige organische Basen, stickstoff- 
freie Schutzkolloide und Aminosäuren kleineren Molekulargewichts. 
(VI A). 

c) In hôchstem Grade wirkt aber die Gegenwart geringer 
Säuremengen auf die Reaktion des Goldes gegen Eiweifstoife aller 
Art, auch Albumosen und Peptone, indem deren Ultramikronen 
in saurer Lüsung umgeladen werden. Die Koagulation von Gold 
durch Eiweif ist auf fällende Wirkung entgegengesetzt geladener 
Kolloide zurückzuführen. 

Während die Goldzahlen der EiweiBschutzkolloide, die ein 
Maf für die schützende Wirkung der letzteren auf kolloides Gold 
Au F darstellen, verschiedenen Grüfenordnungen angehüren, sind 
die Umschlagszahlen der verschiedenen Eisweïfistoffe einander 
nahezu gleich, 0,002—0,004mg aller untersuchten Eiweifstoffe ge- 
nügen, um 10 CC der sauren Goldlôsung Au Fs unter Blaufärbung 
zu koagulieren. Aehnlich wie Peptone wirken auch basische Farb- 
stoffe. (Abschnitt VI B). 

4. Eine sowohl chemisch wie physikalisch interessante Tat- 
sache ist die reversible Farbenänderung, welche kaseinhaltige hoch- 
rote Goldlüsungen durch Säuren und Alkalien erleiden. Bei be- 
stimmten Mengenverhältnissen von Gold und Kasein bewirken 
kleine Mengen von Säuren geradeso wie bei Congorot und Benzo- 
purpurin Farbenumschlag in Blau, der durch Zusatz von Ammoniak 
wieder rückgängig gemacht wird. Da die Zusammensetzung des 
Edelmetalles dabei keine Aenderung erleidet, und der Farbenum- 
schlag nur auf Aggregation der Goldteilchen beruht, so dürfte 
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dieses Beispiel der Imitation einer chemischen Reaktion allge- 
meines Interesse besitzen. Es liegt hier wohl das erste Modell 
eines Indikators auf Wasserstoff- oder Hydroxylionen vor, dessen 
Farbenänderung sicher nicht auf Konstitutionsänderungen des Mo- 
leküls oder auf Dissociation des färbenden Bestandteils zurückzu- 
führen ist. 


Neuer Beweis des Fatouschen Satzes. 


Von 


Marcel Riesz in Stockholm. 


Vorgelegt von Herrn E. Landau in der Sitzung am 12. Februar 1916. 


In seiner Habilitationsschrift, die er im Jahre 1854 zur Er- 
langung der ,venia legendi“ der philosophischen Fakultät der Uni- 
versität Gôttingen einreichte, und die zuerst in den Abhandlungen 
der Kôniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Güôttingen 
erschien, hatte Riemann einen Satz über trigonometrische Reïhen 
dargelegt, der von überaus groBer Tragweite ist!) Aus diesem 
Satze hatte später Fatou?) einen Satz über Potenzreihen herge- 
leitet, den ich im Folgenden wiedergebe. 

Für den Fatouschen Satz habe ich*) schon in einer früheren 
Arbeit einen ziemlich einfachen Beweis gegeben, indem ich den 
Riemannschen Gedankengang dem speziellen Zwecke angepañt 
habe. Ich habe den Satz auch in verschiedenen Richtungen er- 
weitert‘). Unter anderem habe ich für Dirichletsche Reïhen 
einen Satz gegeben, der den Fatouschen Satz als Spezialfall um- 
faft. 

In der vorliegenden Mitteilung gebe ich einen neuen, sehr ein- 
fachen Beweis für den Fatouschen Satz, der auf ganz anderen 


1) Über die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonometrische Reïhe. 
Abhandlungen der Kgl. Gesellsch. d. Wissensch. zu Gôttingen. Bd. 13. Vegl. Werke 
1. Aufl,, S. 237—239 und für die vorbercitenden Sätze S. 284—9237. 

2) Séries trigonométriques et séries de Taylor. Acta Math., Bd. 30. Vel. 
5. 389—391. 

3) Über einen Satz des Herrn Fatou. J.f. Math., Bd. 140. 

4) À. a. 0. und: Sur les séries de Dirichlet et les séries entières. Comptes 
Rendus, Bd. 149. 
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Prinzipien beruht, wie mein vorhergehender Beweis. Ich will auch 
beïläufig bemerken, daf dieser neue Beweis sich auch für alle 
oben erwähnten Verallæemeinerungen fast ebenso einfach gestaltet, 
jedoch gehe ich auf dieselben hier nicht ein. 

Der Grundgedanke von Riemann wird auch in dem vor- 
liegenden Beweise verwertet, obzwar in einer von der Riemann- 
schen vüllig verschiedenen Weïise. Dieser Grundgedanke besteht 
darin, daf das Verhalten der Reiïhe, deren Konvergenz in einem 
gewissen Punkte untersucht wird, durch Multiplikation mit einer 
geeigneten Funktion in zwei Hilfspunkten verbessert wird, wo- 
durch die Reïhe im Allgemeinen leichter zugänglich wird. Durch 
die Multiplikation werden die Konvergenzeigenschaften der Reïhe 
im untersuchten Punkte nicht wesentlich beeinfluft, also weder 
verbessert noch verschlimmert. 

Der Fatousche Satz lautet : 

Genügen die Koeffizienten einer Potenzreihe 

f(e) = G+art:: io, FR 2e 
der Bedingung 
hmsar—= 0, 
n=@ 
so konvergiert die Potenzreihe an jeder regulären 
Stelle des Einheitskreises und zwar gleichmäBig an 
den Stellen eines Regularitätsbogenst). 

Jeder Regularitätsbogen (x,,x,) des Einheitskreises ist in einem 
grüBeren Regularitätsbogen (z,,z,) enthalten. Wir verlängern dann 
die Halbmesser (0, z,) und (0, z,) über die Punkte z, und z, hinaus 
und wählen die Zahl X = 1 so nahe an 1, da die Funktion f(2) 
im Innern und auf der Begrenzung des Kreissektors, der durch 
die Halbmesser (0,z,), (0,z,) bezw. durch deren Verlängerungen 
und einen Bogen mit dem Halbmesser À begrenzt wird, noch immer 
regulär sei. Die verlängerten Halbmesser (0, z,) und (0, z,) môgen den 
Bogen mit dem Halbmesser À in den Punkten z/! und 2; schneiden. 

Wir bilden nun die Funktionen 


2) — FQ-G+as+: ” +4,21) 2) +4) 


& 


In ( 


und werden beweisen, daf, wie klein auch die positive Zahl & sein 
mag, bei hinreichend grofem », auf der ganzen Begrenzung des 
Kreissektors 


1) Ein Bogen des Einheitskreises heife ein Regularitätsbogen, wenn in 
allen seinen Punkten, mit Einschlu8 der Endpunkte, die Funktion f(2) regulär ist. 
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() FAO 

wird. Da nun der absolute Betrag einer regulär analytischen 
Funktion sein Maximum auf der Begrenzung erreicht, so folgt aus 
(1) für einen beliebigen Punkt x des Bogens (,,2,) 


FAOIES 
oder 
€ 


—Allz— 2 


FR G+as++a a) < | 
d.h. unser obiger Satz. 

Wir müssen also nur noch (1) für die Begrenzung des Kreis- 
sektors darlegen. 

Laut unserer Voraussetzung kônnen wir, wie klein auch die 
positive Zahl Ô sein mag, eine positive ganze Zahl » so be- 
stimmen, daf 


la, | <0 für m7. 


Setzen wir dann [5] — 7 und wählen #7», so ist für 
rl=r<el 
FO Go +ae ++ 2,8) . 
= last + a, 8 + | <O (rt + rt) == Ô — 


Für die Punkte der Strecke (0,z,) ist 2 = 2,7, [2 —2,] — 1—r, 
|z—2,[ <2, folglich 
rt 2(1—r) 


@) I @1< SE 


Dieselbe Ungleichung gilt natürlich aus Symmetriegründen auch 
für die Punkte der Strecke (0, z,). 

Es sei jetzt 1=7rZ=XR. Bezeichnen wir dann das Maximum 
von |f(2)| im Kreiïssektor mit M und die grôBte der Zahlen |a, | 
{a,l,...[a,] mit À, so ist 


f()— (a +a,2+...+a,2)] 
SH RAP ESPN ER) 


P'AQuE: 


n+1 
<M+(v+1) Ar + 8 — <M+(v+DAR +0 


Für die Punkte der Strecke (2,, 2!) ist & — zr, [2—2,| = r—1, 
[2—2,| <22R, mithin ist für diese Punkte 


NAS. 


Y 


19a (2) < _. 2R(M+(v+1)AR)+2R0. 


Es ist nun für alle Werte r =1 
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7 
folglich ist bei hinreichend grofem » 


D 
re 
n 


y'ri 
also für alle Punkte der Strecke (2,,z;) und mithin auch für alle 
Punkte der Strecke (z,, 2) 
(8) Ie) <@R+T À. 


Liegt endlich z auf dem Bogen (2,,2), so ist |2—2 | <2R, 
|2—2,| Z22À, also nach den obigen Abschätzungen 


ao < (M ++ DA +02) 


4Fr 
R—1 


Für hinreichend grofe Werte von n ist das erste Glied des letzten 
Ausdruckes kleiner als das zweite, folglich 


Ô. 


4r 
= pe (M+ (+1) AR") + 


E 


(#) POI 


Wählt man à genügend klein, so ergeben die Ungleichuñgen 
(2), (8) und (4) die Ungleichung (1), also, nach dem obigen, den 
Fatouschen Satz. 


Kgl. Ges. 4. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse, 1916. Hoft 1 pb 


Ueber Interpolation. 


Von 
Leopold Fejér in Budapest. 


Vorgelegt in der Sitzung am 15. Januar 1916 durch Herrn Landau. 


$ 1. Die Lagrangesche Parabel und die Treppenparabel. 


1. Es seien x%,,x,,..., voneinander verschiedene reelle Ab- 
szissen, und Yÿ,,%,,...%, reelle Ordinaten. Durch die # Punkte 
mit den rechtwinkligen Koordinaten (x,, y,), (x,, y,), ...(x,,y,) geht 
eine bestimmte Parabel (» —1)-ter Ordnung, die s. g. Lagrange- 
sche Parabel, die zu diesen Punkten gehôrt. Die ganze rationale 
Funktion (# — 1)-ten Grades von x, welche diese Parabel darstellt, 
wird durch die Lagrangesche Formel 


és te 
q LO= L'he)t-) 


gesgeben. Hier bedeutet 
(2) & (x) DE C(æ—x,)(x—x,)....(æ—2x,), 


und C eine willkürliche, von Null verschiedene Konstante. 

Durch die Punkte (x,,y,), (&,, y), ... (2,, Y,) geht eine bestimmte 
Parabel (2n—1)-ter Ordnung, deren zu diesen Punkten gehdrigen 
Tangenten zur Abszissenaxe parallel laufen. Diese Parabel nenne 
ich die Treppenparabel, die durch die Punkte mit den Koordinaten 
(2, Y:), (ds, Ya), + +. (ts Un) geht. Sie wird durch die ganze rationale 
Funktion (2r —1)-ten Grades von x 


(3) H(x) = e 2 (1 __&w”(x) 2) ( & (x) ) 


(a, o G)(—M) 


dargestellt !), wo wieder œ(x) = const. (x—x,)(x—x,)...(x—x,). 


1) Diejenige ganze rationale Funktion (2n — 1)-ten Grades, welche an den 
Stellen x,,42, ...&, die Werte 1, ÿ:, ... ÿ» und deren Ableitung an diesen Stellen 
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[Die Formel (3) stellt also diejenige ganze rationale Funktion 
(2n—1)-ten Grades von + dar, die an den Stellen x,,x,,...,, der 
Reïhe nach, die Werte y,,Y,,...7, annimmt, und deren Ableitung 
an diesen Stellen verschwindet, d. h. die an den Stellen x,,#,...2, 
die Werte y,,Y,,...Y, doppelt annimmt]. 

In dieser Arbeit werde ich mich hauptsächlich mit den Treppen- 
parabeln beschäftigen. Die Verteilung der Abszissen x,,4,,...4, 
werde ich hier nicht beliebig, sondern verschiedenartig spezialisiert 
wäbhlen. 

Die Theorie der Interpolation wurde in neuerer Zeit durch 
die bedeutenden Arbeiten von Runge, Borel, de la Vallée- 
Poussin und Faber sehr wesentlich gefôrdert !). 

Vorliegende Arbeit liefert einen weiteren Beitrag zu dieser 
Theorie. 

Li Zum Verständnis dieser Arbeit reichen die elementarsten Vor- 
kenntnisse der Analysis aus. 

2. Nach (1) ist 


n 
() L(x) = 22,98 (a); 
wo 
z @ (x) " 
(1') EIRE Sur) (he 2 en) 
Die Polynome , (x), {,(x), ...1,(x), die ausschlieBlich von den 
gewählten Abszissen %,,x,, ...4, abhängen, nenne ich die , Grund- 
polynome“ der Interpolation (1). Da für y, = y,...— y, — 1 das 
Polynom ZL(x) identisch gleich 1 ist, also ist 
(4) LG@)+l(x)+...+1,(4) = 1, 


die Werte y!,y!,...y} annimmt wird durch die Formel 
# œ''(æ}) )( @ (x) | Lie, & (x) ] 
TRES a — @p) || — Mile 
2, @'(æx) | &"(æ7) (& — y) DFA @(æy) (x — y) } ? 


DLL TO. (LT), 


dargestellt. S. Ch. Hermite: Sur la formule d’interpolation de Lagrange, 
Journal tür die reine und angewandte Mathematik; Bd. 84, 1878. — In vorlie- 
gender Arbeit setze ich stets y! — y}...— yk — 0, und gedenke später andere 
spezielle Fälle zu behandeln. 

1) Über die Literatur im Allg. $. Encyclopédie des sciences mathématiques 
etc. Tome I, volume 4, fascicule 1: D. Selivanow, J. Bauschinger, H. An- 
doy er: Calcul des différences et interpolation, 1906, und den soeben erschie- 
nenen Artikel in der Encyclopädie der mathematischen Wissenschaften, Bd. Il3, 
Heft 2, von C. Runge und Fr. A. Willers: Numerische und graphische Qua- 
dratur etc., 1915. 
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d.h. die Summe der Grundpolynome der Interpolation (1) ist identisch 
gleich 1. 
Nach (3) ist 


G) H() = Su hG) 


WoO 


en @=f-Re-)( TE), 


& (&x) o(x,) (x —x,) 
(E = 1,2,...n) 


Die Polynome k,(x), h, (x), ... h,(x), die ausschlieflich durch 


L,,%,, .. %, bestimmt sind, nenne ich die Grundpolynome der Inter- 
polation (3). Da für y, — y,...— y, — 1 das Polynom AX(x) 
identisch gleich 1 wird, also ist 

(5)  AG+A@+..+80 = 1 


d.h. die Summe der Grundpolynome der Interpolation (3) ist identisch 
gleich 1. 


$ 2. Die Treppenparabeln für vier spezielle Abszissenver- 
teilungen. 

8. Erster spezieller Fall Es seien x,,x,,..., die 
Nallstellen des #-ten Legendreschen Polynoms P,(x). Diesen 
Fall werde ich auch den GaufBschen Fall nennen. Das Intervall, 
in welchem ich die Treppenparabel beobachte, ist das Intervall 
—1<x<+i. 

Jetzt ist w(x) — P,(x). Also, bekanntlich, 


(6) (1 — 2) ©"— 22% +n(n+1l)æo —= 0. 


Bezeichnet nun x, eine Wurzel von w(x) — P,(x) — 0, so 
ist, auf Grund der Differentialgleichung (6), 


(— a) ©" (x) — 2x, ©’ (x;) = 0, 


also 
co" (æ,) = Nam 
@' (x) Lit 
und 
LR Ca ea _ 1—-2%xa,+2, 
DE at NME 


Im GaufBschen Falle ist also, mit Rücksicht auf (3'), 
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1—2%x,+; P,, (x) ê 
7 h() = TU a 
Se a () 1x, rues) 
HS ARR 
Nun ist aber, für |x| <1, 


1—2%xx,+m = 1—-2|x,|+|x, 


= ds 


Ÿ 0, 
also ist 

(8) POUR l SR re LR =, 2 nr. 
Ich habe also erhalten 


Theorem I. Sind x,,x,,...4x, die Nullstellen des n-ten Legen- 
dreschen Polynoms P,(x), so lautet die Formel der durch die Puntte 
(x,, 9), (æ,, 9.) ...(&,, y,) gehenden Treppenparabel 


@ Ho) = à hate) 
wo 
(10) Go) = RS (D 
Rimmnl 2 in. 

Die Grundpolynome h,(x), h,(x), ... h,(x) sind im Intervalle 
—1=%x= +1 alle nichinegatiwv, d. h. 
(11) RE O0, AR = MM 12, n, 
und da doch 
(12) h (&)+A,(&)+-.-+h,(&) = 1, 
also ist!) 
(13) DAME Pile he l; 2... n. 


4, Zweiter spezieller Fall. Es seien x,,4,,...4x, die 
Naullstellen des #-ten Tschebyscheffschen Polynoms 7,(4) — 
cosn(arccos x), d. h. 


1) Interessant ist auch die Radausche Verteilung der Abszissen 2,2, 
...%n1%. [SR.Radau: Étude sur les formules d’approximation qui servent 
à calculer la valeur numérique d’une intégrale définie. Journal de Mathématiques 
pures et appliquées, Sièmo série, Tome 6., 1880. S. pag. 303]. Bei Radau ist 
2 = 1, æ, —= —1, und z,, æ,...æ,- sind die Wurzeln der Gleichung P}_,(x) 
— 0, wo P,_, (x) das (n—1)-te Legendresche Polynom bedeutet. In diesem 
Falle ist also w(x) — const. (1—4?) P}_,(x). Die Grundpolynome der Treppen- 
parabeln sind auch für die Radawsche Abszissenverteilung im Intervalle 

ES rue 
alle nichinegativ. 
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(14) æ, — cos(2k— 1), 12. 


Jetzt ist œ(x) = T, (x), (gleich cosn6, genommen als Polynom 
n-ten Grades von æ — cos0), und also 
(15) (A—2)o"—-2o0 +no = 0. 


Setze ich hier + — *,, so erhalte ich 


D"(&) _  _% 
o'(x,) 1 — 2; 
Also ist 
__®” CA] 2 __ 1—-2x, 
L ©! (x) (& à) RTE 1h æ ? 


und, mit Rücksicht auf (3”), 
1—xx T,(& k 
MR F (rt - l 


Ty n (2x) (& — %3) 
Da, fir 7/1, 


l-æx=1=1}2]="0; 
also ist auch jetzt 
s La) = dd sr = El b=mil 2.7 
Ubrigens ist 


(GG) = 


er + 
so daB also 


h (6) = (sr s)(= 


@). 
Ich habe also erhalten das 


Theorem Il. Sind x,,x,,...2x, die Nullstellen des n-ten Tsche- 
byscheffschen Polynoms T,(x) — cosn(arccosx), d. h. 


m, = cos (261), k — 1,2,...n, 


so lautet die Formel der durch die Punkte (x,, y), (&,, y), ...(æ,%) 
gehenden Treppenparabel 


a?) H( = E h(o), 
W0 
(18) no = ac eD), G=12..n) 


Es ist weiter 


(22) 
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ñn 
(9) 2 h,(x) = 
Hi 

und . 
(20) D PET) EN NL TE Pr 

do. Dritter spezieller Fall Newtonscher Fall). Die 
Punkte x,,x,,...4x, seien äquidistant, und es sei namentlich 
2 
(21) œ, HN er (Ke l,2,..,1) 
Wenn überhaupt 

œ(x) = C(x—-x)(x—x,)...(x—x,), 


und die Werte x,,%,,..., voneinander verschieden sind, so ist 


SU 01 D METRE du Mr el 
&'(«;) rt 2,8 VE E An 'ETTEr ES HÉrEU FRET 
; n +1 : : _— 
Es sei nun k# < go Dann ist, mit Rücksicht auf (21) 
und (22), 
ACAELE È 1 1 + 
PO TC NO DA SET ES Du rer” 
Also hat der lineare Faktor im Grundpolynome k, (x) 
‘2 o" (x) PuS4s 
an der Stelle x — —1 den Wert 
Là 1 1 —2% 
D EU 
_ NOTA ls 
und an der Stelle x = 1 den Wert 
1+2(n+1—%) Er eee) 0 
+2 eo LT +) > : 
Der Linearfaktor in ,(x) ist also für æ — —1 negativ, für 


æ — +1 positiv. Das Grundpolynom h,(x) wechselt also einmal 


sein Vorzeichen im Intervalle —1 = x = +1. 


Dasselbe ist gültig wenn & — ‘sr 
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Im Falle der Newtonschen Abszissen (21) wechseln also alle 
Grundpolynome in den Formeln der Treppenpolynome einmal ihr Vor- 
zeichen üm Intervalle —1=x=+1. Eine Ausnahme bilden nur 
diejenigen Grundpolynome, welche, bei ungeradem #, dem Werte 


= se entsprechen, d.h. diejenigen Grundpolynome, welche, 


bei ungeradem »#, der Interpolationsstelle x,,, — 0 entsprechen. 


2 
Für diese ist der Linearfaktor (weil w”(0) — 0 bei ungeradem »*) 
identisch gleich 1, und daher sind diese Grundpolynome nicht- 
negativ. 
6. Vierter spezieller Fall Es sei 


U4 
2 on dE > Wet, 2, 4m 
Dann ist œæ(x) gleich C Fate LS enommen als Polynom #-ten 
8 sin 0 8 4 
Grades von x — cos6. (Es ist dann übrigens œ@(x) — const. 
Th). Da 
(1—2)@©"—3xw0'+[(n +1) —1]o = 0, 
also ist 
_ ES | @(x) _\ 
Ave 1— 2} &" (3) (x — 2) } 


rasmit L 2 0 0 


Man sieht leicht, daB auch in diesem Falle ein Teil der Grund- 
polynome im Intervalle —1 = x = +1 sein Vorzeichen wechselt !). 


1) Es sei hier auf das folgende allgemeine Problem hingewiesen : 
Wie müssen die Abszissen x,,2,,...4x, im Intervalle — 1 = x < + 1 ver- 
teilt sein, daf die Grundpolynome der Treppenparabel 


ne = (1-56) ( 0 SE (k = 1,2,...n), 


@"(xz) / Vo'(xz) (x — 2x 


im Intervalle —1 <= x +1 nichtnegativ ausfallen? D.h. wie müssen die 
Zahlen — 1 < %, < 23 <<... < %n < 1 gewählt werden, da8, wenn œ(x) — 
& — 1)(Z — La) ...(T— ZX»), 


œ''(x 
Les Te (G@— x) = 0, = Laon 


für —1<x< +1? — Man ersieht aus dieser Arbeit, daB gerade in den 
Fällen, wo die Grundpolynome nichtnegativ ausfallen, die Treppenparabeln merk- 
würdige Eigenschaften besitzen, die man äuBerst einfach herleiten kann. Natür- 
lich glaube ich aber nicht, daB für das Bestehen gewisser Konvergenzeigenschaften 
das Nichtnegativsein der Grundpolynome motwendig wäre. 
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$ 3. FEigenschaften der Treppenparabeln bei Gaussscher 
und Tschebyscheffscher Abszissenverteilung. 


7. Wir haben gesehen, daB im Gaufschen und Tscheby- 
scheffschen Falle die Grundpolynome der Treppenparabeln im 
Intervalle —1 = x = +1 nichtnegativ sind. Daraus folgt: 


Theorem II. Bezeichnen x,,x,,...x, die Nullstellen des n-ten 
Legendreschen Polynoms, und ist H(x) das Polynom der durch 
die Punkte (x,, y,), (x, y,), ...(x,, Y,) gehenden Treppenparabel, so ist 


(24) DH EE UT 
für 
lt L. 

Hier bedeutet y diejenige unter den Ordinaten y,, y,,...%,, die 
nicht grôfBer ist als die übrigen, und Y diejenige, die nicht kleiner 
ist als die übrigen. 

Dasselbe ist auch im Tschebyscheffschen Falle gültig*). 


1) Die Ordinaten H(x) der Treppenparabel liegen also für —1=<x< +1 
zwischen der kleinsten und grüfiten der gegebenen Ordinaten %,,%2,...,, 
welchen Wert auch die Anzahl n der Interpolationsstellen habe. Für die La- 
grangesche Parabel trifft dies im allgemeiïnen nicht zu. Ich zeige dies im Falle 
Tschebyscheffscher Abszissen einfach 50; 

Es sei also 


ZT — COS 0, 77 (r).—-cosn0, 7 —" cos (2% —1) 


(es I a) 


T 
2n° 


Das Lagrangesche Polynom für die Abszissen +,,x:,...4#, und die Ordinaten 
Yi, Ya + ++ Yn lautet 


2 TE) 
L — NE 
@ k 2, LE HENTCE 2%) 


Es sei n gerade. Dannist x; Æ 0, (k — 1,2,...n). Also ist für æ — 0, d.h. 
n sin n 0 
sing ? 


ŒUr 0 — _ da immer 7} (x) — 


- T 
OS N — 
2 


LO= 5 % = _ 
por n sin (2k— 1) É 
—— "| Cos ein) 
2 


2 (— 1)* n 


sut DRE) 
D M Oil). 


undfür n — 4y, (» — 1,2,3,...0c0), einfach 
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Beweis. Es ist 
n 
H(x) = ZX yh(x). 
k=1 


Da aber h,(x) = 0, für —1 = x = +1, also ist 


ñ ñn 
y D h@£=HG)ZEY E hr, —-1=:=+1. 
k—1 k=1 


n 
Nan ist aber, (laut Gl. (5)), 5 (x) = 1, also 
R=A 


y = H(x) <= Y, —-1<x< +1, w.2.b.w. 
Ich hs noch, daf der Beitrag, den ein Glied y,h,(x) zu 
His e Yh, (x) Lefert, das Vorzeichen von y, hat, und daB 


die Grübe os Beitrages absolut genommen kleiner als |7;| ist, 
im ganzen Intervalle —1=zx=+1. Dies folgt aus 0 = h,(x) = 1, 
it l=TSTl, À = 12 

Theorem IV. Gehürt die Treppenparabel H(x) zu den Ordinaten 
Yi Yoree. Y,, und die Treppenparabel H(x) zu den Ordinaten y, +6,, 
Ya + dose Un + ns S0 ist 


(25) FO OI HE 


DO) SNS ER CE Dee 
on ie s 2n° 
Wähle ich also 

We = (— 1}, für k = 1,2,...7, 


und 
k 0) n 
Yy = —(— 1}, für & — Ra g +2..." 
so ist 
va ze _ 
DO) = oi C'EESS NE 
| n se 8 al 8 = 
0 
ES log cos | A 2 10g 2” 
= + £ 2 meteo me rte 
sin — 
2n 
Also trotzdem, daf |y| = |ÿ| = --+ = |y,| — 1, ist die Ordinate L(0) der 


2 2 
Lagrangeschen Parabel — in log —_ Diese Zahl ist aber beliebig groB, 


wenn x gehôrig grof gewählt ist. 
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wenn 
| SENS EE 
Die Abszissen x,, x,,...2, sollen nach GauR oder nach Tsche- 


byscheff gewählt werden (oder überhaupt so, dal die Grundpolynome 
in (3) für das betrachtete Intervall alle nichtnegativ ausfallen). 


Beweis. Da 


HG = nn, Ho = à G+8A (0) 
also ist 


HG) H( = © (6) 


n 

nada Le O0 und 29h) — lifür —1—=7<=.+], also 
RE] 

ist, für —1=x<+1, 


1H (x) H(x)| = 8 à (0) 10, W.Z. b. w. 


Aus Theorem III folgt unmittelbar 

Theorem V. Es sei f(x) eine im Intervalle —1 = x Z +1 de- 
finierte reelle Funktion der reellen Variabeln x. ES sei m ihre 
Weierstrafische untere, und M ihre obere Grenze für dieses Inter- 
vall, Es sei weiter 


(26) H(r, LG)... HG)... 
die unendliche Folge der zur Funktion f(x) gehürigen Treppenparabeln. 


(Hier bedeutet H,(x) diejenige ganze rationale Funktion (2n—1)-ten 
Grades, die an den Stellen x,,x,,...x,, der Reihe nach, die Funk- 


tionswerte f (x,), f(æ,), ...f(x,) annimmt und deren Ableitung an den 
Stellen x,, x,,...x, verschwindet.) 
Dann ist 
(27) He H (x) = M, 
für 


del Enir=tl:2;3, Kio, 


Die Abszissen sind hier immer nach Gauf, oder nach Tsche- 
byscheff gewählt. 
Aus Theorem IV folgt unmittelbar 


Theorem VI. Zst für f(x) die Folge der Treppenparabeln 
AG) AUS) RAD), 
für f(x) + 6 (x) 
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H, (x), H, (&), re H, (x), DEL 
so ist 
LA, (x) — H,(a)| <ô,*—1Z£x<=+1, n—1,2,...0, 
wenn 
(a) <d, —-1Z<x< +i. 


Als Interpolationsabszissen sind wieder die Gaufschen oder 
Tschebyscheffschen gewühlt. 

In diesem Satze ist festgestellt, da die Gesamtheit der Trep- 
penparabeln A, (x), H,(x) ... H,(x),... der Kurve f(x), wie ich 
mich ausdrücken môchte, in stabiler Weïse von f (x) abhängt, wenn 
die Interpolationsabszissen nach Ga u 8 oder nach Tschebyscheff 
gewählt werden. In der Tat, wenn ich f(x) zu f(x)+0 (x) modi- 
fiziere, wo die Abweïichung |0(x)| = Ô ist für —1 = x = +1, so 
ist auch die Abweïchung 71, (x) — H, (x) irgendeiner Treppenparabel 
H,,(x) der modifizierten Kurve f(x) + 0(x) von der entsprechenden 
Treppenparabel H,(x) der Kurve f(x) absolut genommen = Ô im 
ganzen Intervalle —1 = x = +1. 

Die Lagrange schen Parabeln 


L,(&), L, (x), ... L,(x), .. 


sind énstabil in Bezug auf f(x). (ZL,(x) bedeutet diejenige ganze 
rationale Funktion (#— 1)-ten Grades, die an den Stellen &,, x,, ...2,, 
der Reïhe nach, die Funktionswerte f (x,), f(x), ...f(x,) annimmt. 
Li, Ly,-.. 2, bedeuten Gaufsche oder Tschebyscheffsche 
Abszissen.) Wei man nämlich, daB für —1 = x <= +1 die Funk- 
tion f (x) absolut beschränkt ist, so folgt daraus noch nicht, daf 
die Gesamtheit der Lagrangeschen Polynome L, (x), L, (x), ... 
L, (x), ... von f(x) für —1 = x = +1 beschränkt ist. (S. die Fuf- 
note zu Theorem III) Das ist in einem allgemeinen Theoreme 
des Herrn G. Faber enthalten!) 


$ 4 Die Konvergenz der unendlichen Folge der Treppen- 
parabeln einer Funktion bei Gaussschen Abszissen. 


8. Theorem VII. Die reelle Funktion f (x) der reellen Variabeln 
æ sei im Intervalle —1 = x = +1 beschränkt, und sei an einer in- 
nern Stelle x dieses Intervalles stetig. Dann ist die Folge der Trep- 
penparabeln 


1) G. Faber: Über die interpolatorische Darstellung stetiger Funktionen, 
Jahresbericht der deutschen Mathematikervereinigung, Bd. 23, 1914. 
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DCS er NC SEAT à EC FER 
gcbildet für die Gaufschen Abszissen, an der Stelle x konvergent, 
und hat den Grenzwert f (x). D. h. 


(29) | lim A,(x) = f(x). 


Beweis. Es ist 


ñn 
(30) H, (x) — 2 alu (x), fr = f(x); k — 1, 2, .….n. 
Nun ist aber nach (12) 


also 
(5 HF = D fa) he 


Da f(x) an der innern Stelle des Intervalles — 1 = x = +1 
stetig ist, kann man zur beliebig kleinen positiven Zahl 0 eine 
positive Zahl & ordnen, daf 


(82) ORCIESRE 
wenn 
[É—x| =, 
und so, da 
—1l<x-s<r<x+s<+i. 
(x, à, & sind nun fixiert). 
Die n-gliedrige Summe (31) teile ich nun in zwei Teile: 


(33) HELENE ET 
Die Summe © enthält diejenigen Summanden der Snmme (31), 


(wenn solche überhaupt vorhanden sind), die zu solchen Stellen x, 
gehôren, welche dem Intervalle x — &s = £ = x ++ angehôren, d.h. 


(34) LT—E ZX = X+e. 


Die Summe Ÿ” enthält alle übrigen Glieder der Summe (51), 
(wenn solche überhaupt vorhanden sind). 
Nun ist, auf Grund von (32), (11), (12) 


(35) 0 Sn TE oz k &) —"0. 


Weiter 1st 
(86) Dé? "7; (6), 


wenn |f(Ë)| = M, für —-1<£E< +1. 
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Nan ist aber, mit Rücksicht auf (10), stets 


(P, @&)) LS 
L—a(P, (3) (&— x) 


Wenn also x, auBerhalb des Intervalles x —e = E = x+e liegt, 
so ist 


0 € },(x) £ 4 


., (2, @)) 1 
A 72 a 
(37) OLRGEE—S (1 — 2) (2, (&)° 


Also ist, auf Grund von (36) und (37), 


r, < 8M 25 1 
CRÉES 


< 8 1 
a CG) 2 Re 


(88) 


Setze ich aber in die Identität (12) x — 1, so erhalte ich, 
mit Rücksicht auf (10), 
dé: 1 


39 = 
LE read à 


also ist, laut (38), 


(40) OU Te 
33), (85) und (40) liefern 
(41) LA, = f@)1 € 8 + ÊE (2, a). 


Nun ist aber bekanntlich lim P,(x) — 0 für —1<x< +1, 
n — CO 
ja es existiert sogar eine numerische Konstante c, daf 


(42) NA ER ER Er eu R=,2, 02 
n V1— x 
Also ist 
8 M c? 1 1 
43 I (x) — f(x)| = Ô SE ——— * — 


Ist also » gehôürig grof, so ist 


(44) |A, (&) — f(x] = 29, 
und daher 
Dm {rite 7 (0) Ww. 2. b. w. 


n = OO 
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Es ist bemerkenswert, wie wenig bei diesem Konvergenzbe- 
weise von den Eigenschaften der Legendreschen Polynome und 
ihrer Wurzeln benutzt wurde. 

Auf Grund der Abschätzung (43) kann ich zu Theorem VII 
hinzufügen 

Theorem VIN. sé die für —1 = x <= +1 beschränkte Funktion 
f(x) im Intervalle a = x = b überall stetig, (wo —-1=a<b=+1), 
so konvergiert die mit Gauf schen Abszissen gebildete Folge von Trep- 
penparabeln 

H, (x), H,(x), ... H,(x), . 


im Intervalle a+6 = x = b—6 gleichmüäflig zu f(x), wie klein auch 
die positive Zahl 6 sei. Ist also speziell f(x) im ganzen Intervalle 
—1=x= +1 stetig, so konvergiert die Folge der Treppenparabeln 
im Intervalle —1+6=x=1—c gleichmäfiig zu f(x), wie klein 
auch die positive Zahl 6 sei. 


$ 5. Die Treppenparabel an den Endstellen x — +1 bei 
Gaussschen Abszissen. Anwendung auf die Gausssche 
mechanische Quadratur. 


9. Interessant ist, im Gœaufschen Falle, das Verhalten der 
einzelnen Treppenparebel, und dann der unendlichen Folge der 
Treppenparabeln an den Stellen x = +1. 

Es sei H{(x) das Polynom (2% — 1)-ten Grades der durch die 


Punkte (x,, y,), (,, y), ...(æ&,, Y,.) gehenden Treppenparabel. 
Nach Voraussetzung verschwindet '(x) an den Nullstellen 


Z,, &,...æ, des Legendreschen Polynoms P,(x). Also ist 
(45) H'(x) = K(x) P, (x), 
wo K(x) ein Polynom (n—2)-ten Grades bezeichnet. Aus (45) 


folgt nun durch Integrition 


4 sp 
(46) F4 H'{o)de = H(+1)-H(-1)= [ K(r}P (ar 0; 


(nach der Grundeigenschaft des Legendreschen Polynoms: 


Al 
Î DL) PP) de = 0; 
1 


wenn p(x) ein beliebiges Polynom (# — 1)-ten Grades bedeutet). 
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Nach (46) ist also 
(47) H(+1) = HT, 
d.b., im GauBschen Falle, hat das Treppenpolynom für +1 und 
— 1 denselben Wert. 

10. Die Gleichung (45) liefert aber noch 


3 ut 
48 H'(x)dx — K(«) P, (&)dx = 0, 
(48) [+ J +0 ()dx 


ebenfalls in Folge der Grundeigenschaft der Legendreschen 
Polynome. Aus (48) folgt, durch partielle Integration, und mit 
Rücksicht auf (47) 


et fi 
à s H'(a)de = 2H(4+1)— / HrYÿde =10, 
— | il 
also 


Je 
(49) H(+ 1) — - sd: H(&) dx. 
LA) 


Die miteinander gleichen Endordinaten H(+1) und Æ(— 1) der 
+1 
Treppenparabel haben also den Wert . Î H(x) dx. 
— 1 


ot 
Was bedeutet Î H(x) dx ? 
es 


Es seien %,,x,,...x, die Nullstellen des #-ten Legendre- 
schen Polynoms, (die man sich etwa der Grôüfe nach geordnet denken 
kann). Es seien ,, y,,...#, beliebige gegebene reelle Ordinaten. 
Durch die Punkte (x,, y,), (x,,Y,), ...(«,, Y,) geht eine »-fach un- 
endliche Schaar von Parabeln (2n—1)-ten Grades, die ich die 
»Gaufsche Schaar“ von Parabeln (2n—1)-ten Grades nennen 
môchte, (weil die Abszissen x,,x,,...x, der gegebenen Punkte 
(e,, y), (&,, 9), ... (2, V,), durch welche alle Parabeln der Schaar 
hindurchgehen, eben die GauBschen Abszissen sind.) 

Der berühmte GaufBsche Satz besagt, daf sämtliche Parabeln 
der #-fach unendlichen GauBschen Schaar für das Intervall (— 1, 


+1 
+ 1) gemeinsamen Flächeninhalt ?) haben, d. h. [ G(x) dx hängt 
Re 


1) Jacobi beweist dieses Gaufsche Theorem bekanntlich in folgender 
Weïise. Es sei y — G(x) eine beliebige Parabel der GauBschen Schaar, die 


Über Interpolation. 81 


DUT VON Y;, Ya. Ya Ab, wenn G(x) ein beliebiges Polynom 
(2n—1)-ten Grades bedeutet, und y,, Y,, ... y, die Werte von G(x) 
für æ,,%,,...4, bezeichnen. Dieser für die Parabeln der GauB- 


schen Schaar gemeinsame Wert des Flächeninhaltes heift der 
» Wert der GaufBschen mechanischen Quadratur“. 

Zur GauBschen Schaar gehôrt nun (aufer der Lagrange- 
schen) auch die, durch die Punkte (x,,y,), (x,,%.),...(x,, y,) ge- 
hende Treppenparabel y — H(x). 


dl 
Also bedeutet ; H(x) dx den Wert der GauBschen me- 
= 


chanischen Quadratur. 
Ich habe also das folgende Theorem erhalten: 
Theorem IX. Zn Falle Gaufscher Abszissen x,, x,,...42, sind 


die Endordinaten H(+ 1) und H(—1) der durch die Punkte (x,, y.), 
(X,, Y2), -.. (4, V,) gehenden Treppenparabel einander gleich, und gleich 


ce 
dem Mittelwerte = Î H(x)dx des Treppenpolynoms H(x) für das 
Aug 


ganze Intervall —1=<zx<=+1, d.h. gleich der Hülfte des Wertes 
der Gauflschen mechanischen Quadratur. 


11. Theorem IX über die Treppenparabel gestattet eine inter- 
essante Anwendung auf die Ableitung des expliziten Ausdruckes 
für den Wert der GauBschen mechanischen Quadratur. Nach 
Theorem IX, (s. Gl. (49)), ist dieser Wert 


(50) ik Re Re 


Da aber, laut G1. (9), (10), 


durch die Punkte (z,,%1), (to, Y2), - .. (ZnsYn) geht, und es sei y — L(x) die 
durch diese Punkte gehende Lagrangesche Parabel. Dann ist 


G&)—L(e) = K(x)P,(&), 


wo K(x) ein Polynom (x —1)-ten Grades bezeichnet. Also ist, in Folge der 
Grundeigenschaft der Legendreschen Polynome, 


(G (&) — L(x)) dæ = 0, 


Eau Pl 
j Gars Î L(x) dx, w. Z. D. w. 
=] =] 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten, Math.-phys. Klasse, Heft 1. 1916. 6 
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een GS Are P,(æ) #31" 
H(&) = ,2,% Au (Free): 
also ist 
n 1 
Ou RENOM PENSE 


und Gl. (50) liefert 


+ 1 ; .. n 2 | 
. 1m HGdE = LG 5 (FGD) 


Der Wert der Gauflschen mechanischen Quadratur, für die ge- 
gebenen Ordinaten y,,Y,,...y,, ist also gleich 


(53) Tri sde CHE 
wo 
2 
(4) pri de Œ=—1,2,...n). 


Aa) (, @)) ? 


Die positiven ,Gauflschen Konstanten“ g,,g,,...9, (deren 
Summe gleich 2 ist) wurden in der Form (54) durch Christoffel!) 
bestimmit. 

Hier wurde das Christoffelsche Resultat mit Hilfe der 
Treppenparabel gewonnen ?). 


$ 6. Konvergenz der Folge der Treppenparabeln für x — 
+ 1 bei Gaussschen Abszissen. Der Satz von Stieltjes über 
die Konvergenz der Gaussschen Quadratur für limn — ce. 


12. Theorem X. Es sei f(x) für —1=x= +1 beschränkt 
und im Riemannschen Sinne integrabel. Es sei 


H, (x), H, (x), CO H, (®), gs 
die Folge der Treppenparabeln, für Gauflsche Abszissen. Dann ist 


1) E. B. Christoffel: Über die Gaufische Quadratur und eine Verall- 
gemeinerung derselben“, Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 55, 
Seite 69, (1858) und: Gesammelte Mathematische Abhandlungen, Bd.I. S.65, 1910. 

2) Ich habe zur Herleitung der Christoffelschen Form der GauBschen 


Konstanten die Relation f' ‘à ‘H (æ) dæ = 2H (+ 1) benützt. Man kann aber auch 
“—1 


durch Auswertung von e Mr (x) dæ kurz zum Ziele gelangen, wie mir Herr 


Li 
Karl Jordan freundlichst mitgeteilt hatte. 
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(55) H,, (+ 1) A H,(— LE 

und 

(56) RC je ie 
: n = 00 2 1 


D. h. die Folge der Treppenparabeln ist an den Endstellen x — 
+ 1 konvergent, und hkonvergiert zum Mittelwerte von f(x) für das 
ganze Intervall (— 1, +1). 

Beweis. Da, nach Theorem IX, 


1 RELE 
H,(& 1) = ul H, (x) dx, 
ei 


also ist die Behauptung (56) äquivalent mit der folgenden: 


6?) Mr oo Î "ae 
1 


h—00 J _] 


+1 
Nun ist aber, nach Theorem IX, il H, (x) dx der Wert der 
—] 


Gaufschen mechanischen Quadratur für die Funktion f(x) beim 
n-tem Schritte, also ist die Behauptung (56) mit folgendem Theo- 
reme äquivalent: 

Der Wert der Gaufschen mechanischen Quadratur beim n-tem 
Schritte für eine im Intervalle (— 1, +1) beschränkte und im Rie- 
m ann schen Sinne integrierbare Funktion f (x) konvergiert für Tim n = oo 


+1 
zum Integrale der Funktion : il f (x) dx. 
1 


Diesen Satz hat Stieltjes!) gefunden, und ihn mit Hilfe 
einer schôünen Methode bewiesen. Berufe ich mich also auf den 
Satz von Stieltjes, so habe ich die GI. (57), d. h. Theorem X, 
bewiesen. 

13. Ich habe mich beim Beweise des Theorems X auf den 
Beweis von Stieltjes gestützt, den er für sein Theorem über 
die Konvergenz der GauBschen Quadratur für limn = co mit 
seiner Methode gegeben hat. 

Ich môüchte nun in dieser Nummer andeuten, wie man den 
Stieltjesschen Satz auch mit Hilfe der Treppenparabein recht 


1) Th. J. Stieltjes: Quelques recherches sur la théorie des quadratures 
dites mécaniques. Annales de l’École Normale Supérieure, sér. 3, Tome 1, 1884 
und Oeuvres complètes, Tome I, pag. 317, (Groningen, 1914). 


6* 
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intuitiv beweisen kann. Der Stieltjessche Satz besagt, daf 
die Folge 


AT 4ù ve ne 
H (x) dà Î AOC Ÿ H. (dr, 
1 — 1 


1! _ 


+1 

: Î f(&)dæ konvergiert, wenn f(x) für —1<%<+11be- 
—1 

schränkt und im Riemannschen Sinne integrabel ist. Für solches 


f(x) ist aber die Folge der Treppenparabeln 
HD), A, (rh Hot) A 


für —1=x<+1 beschränkt, und sie konvergiert zu f(x) an 
jeder Stelle x, an welcher f(x) stetig ist. Daraus kann man, nach 
einem Satz von Lebesgue, sofort schliefien, daf 


14 +1 
lim H, (x)dx — 1 f(&) da. 
ep 


ROUEN 


Man kann aber hier auch ein Raisonnement von Hurwitz!} 


anwenden. 
Wenn f(x) im Intervalle — 1 = x = + 1 überall stetig ist, so 


1 hr 

folgt lim H,, (x) = ji f (x) dx einfach aus dem Umstande, 
n —= COv __] = :) 

daf H,(x) für limn — oo im Intervalle —1+6 = x = 1—6, wo 

60, gleichmäfig zu f(x) konvergiert, und daf die unendliche 

Folge H,(x) beschränkt ist im Intervalle — 1 = x = +1. 


14. Den Satz von Stieltjes kann man übrigens auch mit 
Hilfe des WeierstrafBschen Satzes über die Approximation einer 
Funktion durch Polynome leicht beweisen. 

Ich betrachte hier nur den speziellen Fall, wo f(x) im Inter- 
val —1=x= +1 stetig ist. 

Es bezeichne Q,[p(x)] den Wert der Ga u 8 schen mechanischen 
Quadratur beim #-tem Schritte für eine beliebige, im Intervalle 
—1=zx=+1 beschränkte Funktion (x). (Es ist allgemein 
Qulo()+ 6] = Q, [pt] + Ov) 

Nach dem Satze von Weierstrafi kann ich, wenn & eine 
beliebig kleine positive Zahl bedeutet, 


(58) fa) = F(x)+e(x) 


1) A. Hurwitz: Über die Fourierschen Konstanten integrierbarer Funk- 
tionen: Math. Annalen, Bd. 57, 1903, pag. 433. 
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setzen, wo F(x) ein Polynom von x bedeutet, und |e(x)| Æ & für 
—1<x<+i. Es ist nun 


(69) QG) = @,[F(@)]+ 0, [e (I, 
und wenn # — Ë 5 (wo » den Grad des Polynoms F'(x) bedeutet), 


so ist, (nach dem GauBschen Satze), 


os 
Ha) F(x) dx, 
Qu IF (a) jar (a) 
so daf also 
(60) QU — le 2) dr + Q[e (a) 


Nun ist aber einerseits nach (60), (mit Rücksicht auf das 
Theorem in No. 11), 


en jere- [7 Fe 


andererseits, auf Grund von (58), 


3h81 cer 
F'(x) dx — d: 
ie. ou- [7 rœ 


also ist, mit Rücksicht auf (61) und (62), 


Qt (a) - [ro 


in | 
- Î MOT TER re 
1 | 


(63) < 43, 


wenn nur # gehôrig gro ist. Das dd 


(64) de a à AG = 1h ft SH W. z. b. w. 


$ 7. Konvergenz der Treppenparabeln bei Tschebyschefr- 
schen Abszissen. Eine Bemerkung. 


15. Theorem XI Die Funktion f(x) sei im Intervalle —1 = x 
Æ< +1 beschränkt. Dann konvergiert die für die Tschebyscheff- 
schen Abszissen gebildete Folge der Treppenpolynome 


(65) dE dd C5 po AE À ER 2 5) PRE 
der Funktion f(x) an jeder Stelle x des Intervalles —1 <= x = +1, 
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wo die Funktion f(x) stetig ist, zum Grenzwerte f(x), und sie kon- 
vergiert gleichmäflig im Intervallo a+ 6 = x = b—6, wenn f(x) im 
Intervalle a = x £b stetig ist. (Hier ist —-1=a<b=+1, 6 0). 

Ist die Funktion f(x) im ganzen Intervalle — 1 = x <= +1 stetig, 
so konvergiert die Folge (65) der Treppenpolynome im ganzen Inter- 
valle —1 = x = +1 gleichmäfig. 

Der Beweis dieses Theorems ist auf Grund des Theorems II 
äuferst einfach, und ich müchte ihn also hier nicht auseinander- 
setzen. Es sei aber darauf hingewiesen, daf im Falle Tscheby- 
scheffscher Abszissen die Endstellen — 1 und +1 des Intervalles 
keine Ausnahmestellung haben, wie im Falle der GauBschen Ab- 
szissen. 

16. Bemerkung. Sind x,,x,,...x, die GauBschen Abszissen, 
und (x) eine Parabel (2n—1)-ten Grades der durch die Punkte 
(&,; vi) (&,, Y), ... (&,, Y) gehenden GauBschen Schaar, so hat 


(  G(x)dx denselben Wert für jede Parabel G(x) dieser Schaar. 


(GauBscher Satz.) Diesem Satze ist der folgende analog: be- 
deuten %,,%,,...4, die Tschebyscheffschen Abszissen, und 
M (x) eine Bon (2 n — 1)-ten Grades der durch die Punkte (x,, y), 
Las Ya +++ (Es Vh) Sehenden ,Tschebyscheffschen Schaar“ von 
Parabeln (2n—1)-ten Grades, so hat 


fr 1 M(x) 

(66) FRONT 

denselben Wert für jede Parabel der Schaar. (Mehlerscher!) 
Satz.) 


Beweis. Es sei L(x) die Lagrangesche Parabel, welche 
durch die Punkte (x,, y,), (x,, y), ...(#,, Y) geht. Dann ist 
(67) M(x)—L(x) = N(x)T, (x), 
wo T,(x) das Tschebyscheffsche Polynom, N(x) ein Polynom 
(n —1)-ten Grades bezeichnet. Aus (67) folgt: 


fase = f 10704 - 


—1 Via 1 Nine 


= fé N(cos 8) cos 048 = 0, 
0 


1) F. G, Mehler: Bemerkungen zur Theorie der mechanischen Quadraturen, 
Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 63, Seite 156, 1864, und 
E. Heiïine, Theorie der Kugelfunctionen, (zweite Aufñl.), 1878, Bd. I, $. 22. 
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(weil N(cos6) die Form «,+ «, cos0 + --: + «,_, cos(n — 1)6 hat), d.h. 


(68) re  - dx = f é _ te dx; W. Z. b. w. 
—| D: 1 


Anhang. Über trigonometrische Interpolation. 
17. Es sei f(0) eine im Intervalle 0 = 0 Æ 2x beschränkte 
und im Riemannschen Sinne integrierbare Funktion. Es sei 


(69) s(6) — D + cos 0 + à, sin 0 + sr cos n0 + b,sinn0 


die Summe der ersten (# +1) Glieder ihrer Fourierschen Reïhe, 
also 


d 27 
Gi = fÉ)cosktdt, 
0 
(70) 1 27 
É— = fÜÜsinkidt,  (k—0,1,2,...n) 
0 


Ersetzen wir in den Formeln (70) die Integrale durch Summen in 
folgender Weise: 


À ten f(@,)cosK0,) — PAS S f,cosk0 
: nus 3 * | Le NE DO DT: 
(D) dj 2n | 2 2n 
= NE RE ours 
P: or 2, f(6,)simk0, »| a no 0, 
A 

wo 
7 SEE 77 ere 
(72) 0, — VOn+l! f, = f(6,), (v = ,1,4,...24n). 


Dann erhalten wir statt der Partialsumme (69) das trigono- 
metrische mr 


(73) S(6) — 5 +4 cos0+B,sin4+...+4,c0sn0 + B,sinn0. 


Es ist leicht einzusehen, da8 S(6) dasjenige trigonometrische 
Polynom »-ter Ordnung ist, welches an den (2n +1) Stellen 
(74) 6, 0,, 6,, Se On 
die Werte 
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for Lis far +++ fan 


annimmt. Denn nach Dirichlet ist 


#0 
de sin (2n + 1) —— 
(76) 0 ve) f® ee 


nt 
2 


also erhalte ich, das Integral nach den Stellen 6,,6,,...06,, durch 
eine Summe ersetzend, für das trigonometrische Polynom S(6) noch 
die folgende Form: 


. 0, — 
1 O7 21 sin(2n+1) 5 : 
SO Entre En+i,2 F(,) RUES 
sin —— 
Ur 
Re : 6,—0 
ou sin(2n +1) SD 
= >> f(6,) ei : . 
eL (@n+1)sin —— 
Aus dieser Form von S(0) ist nun ersichtlich, daB 
(78) ei ver (= 0,122} 


S(8) ist also in der Tat das Lagrangesche trigonometrische 
Polynom #-ter Ordnung, das an den (2n+ 1) äquidistanten Stellen 
2x : 
9, 0 Doc RR (, = Morel V —= 0, Le Cao 2n), die Werte fs: 
(15%, fsrannimmt, 


13. Ich betrachte nun 


MO,  Oon+i-k dés 
(79) m(0) — 2 +,2, noi (coskô+6.smk0), 


das arithmetische Mittel der Partialsaummen s, (0), s,(0), ...s,(0) der 
Fourierreihe. Die Koeffizienten seien wieder durch Summen 
ersetzt, jetzt aber nach (»n + 1) äquidistanten Stellen 


2x 


(80) 0, —= RENE 


(v = 0,1,2,...n). 


Ich erhalte so das trigonometrische Polynom 


Lo 


(Gi) M) = < 


+ a, cos 0 + B,sin 0 +---+ a, cos » 0 + B, sin n6, 


WoO 
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2((n+1)—4) À 
= -—— k 8 
a, CESNL à, f, cos 
(82) (ae t0 MP 2 PT 
… 2((Rn+1)-4) © us 
B, = KR mi 6, 
2x . 
0, = Arr f (0, Æ . (v = 0, j 2, Se n). 


Für M(6) kann ich aber auch eine andere Form erhalten, in- 
dem ich aus der Formel für das arithmetische Mittel!) der Fou- 
rierreihe 


. RE 
1 . sin (x +1) Ho 
83 7. = —— = Ë RE At 
L*) 0) 2(n+1)x Î f@ = 4 
sin con 


ausgehe. Dieses Integral durch eine Summe nach den Stellen 0,, 
6,,...0, ersetzt liefert: 


ONE 
D einem ue Den 
1 RE ——_—— f 
ns arme nuse 6 eo Ni 
sin ——— 
2 
oder 
0,—0 \? 
ss sin (n + 1) —; 
(84) M(6) — 


nue = 
2=0 (a +1)sin ne 


Aus diesem Ausdrucke für Z£(0) ersieht man sofort, daf 
M) = f., = 0,12, ...1). 


Das trigonometrische Polynom #-ter Ordnung M(6) nimmt also an 
den (7 +1) äquidistanten Stellen 


2x 2x 2x 
6, —S 0, 6, = Dan 117 0, == Fast os 0, == N prit 
der Reïhe nach, die Werte 
Pre fe 


an. 


1) L. Fejér: Sur les fonctions bornées et intégrables, Comptes-Rendus, 10 
décembre, 1900, und Untersuchungen über Fouriersche Reihen, Math. Annalen 
Bd. 58, 1904. 
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Die merkwürdige Interpolationsformel (84) hat, auf Grund 
meiner Formel (83) für das arithmetische Mittel der Fourier- 
reihe und auf dem eben mitgeteilten Wege, Herr Dunham Jack- 
son!) aufgestellt. Herr Jackson beweist auch, daB, gerade so 
wie die arithmetischen Mittel der Fourierreihe von f (0) 


m (0), mn, (8), ... m, (0), DE 
so auch die Interpolationspolynome von f (0) 


M, (8), 24, (8), ... M, (6), .… 


gleichmäfig zu f (4) konvergieren, wenn die nach 2x periodische 
Funktion f (6) im Intervalle 0 = 6 = 2x stetig ist. 


19. Das trigonometrische Polynom #-ter Ordnung H(6) nimmt, 
wie wir gesehen haben, an den Stellen 6,,6,,...0, die Werte f,, 
RS DR PU 1 

Ein trigonometrisches Polynom #-ter Ordnung ist durch seine 
Werte für den (n +1) Stellen 06,, 6,,...06, natürlich nicht bestimmt; 
es gibt vielmehr eine n-fach unendliche Schaar von trigonometri- 
schen Kurven #-ter Ordnung, die durch die Punkte (6,,f,), (0,,7), 
-,. (6,,f,) der (6,f)-Ebene gehen. Die Jacksonsche Formel 
greift nun eine ganz bestimmte trigonometrische Kurve #-ter Ord- 
nung aus dieser »-fach unendlichen Schaar heraus. Wie kann man 
diese ganz bestimmte Kurve der Schaar wunabhängig von der Formel 
(84) charakterisieren 2 

Die Formel (84) zcigt, dal 


4 (6) 


jo, _ dé 


= 0, für 6 — 06,,06,,...0. 


D. h. M(6) ist dasjenige trigonometrische Polynom n-ter Ordnung, 


welches an den Stellen 0, = v ———, 
n +1 
for farfos-..f, Annimmt, und dessen Ableitung an diesen Stellen ver- 


schwindet ?). 


1) Dunham Jackson: A formula of trigonometric interpolation, Rendi- 
conti del Circolo Matematico di Palermo, Anno 1914, 1° semestre, Tomo XXXVII, 
Seite 371, Adunanza del 24 Agosto 1913. — Vel. auch im Jahresbericht der 
deutschen Mathematiker-Vereinigung, Bd. 22, 1913, Mitteilungen und Nachrichten, 
Seite 206: Güôttinger Mathematische Gesellschaft, Sitzung vom 28. Oktober 1913. 
Hier hat Herr Georg Pélya freundlichst referiert über meine Untersuchungen 
bezüglich der Formel (84). 

2) Es gibt nur ein einziges trigonometrisches Polynom #-ter Ordnung für 
diese Daten, dasjenige, welches durch die Formel (84) geliefert wird. Gäbe es 
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Die Jacksonsche Kurve (84) ist also die durch die Punkte 


(O3 fo) (0, 1); - « . (0, fx) gehende ,frigonometrische Treppenkurve 
n-ter Ordnung“?), 
Ich bemerke nur noch, da die Abszissenverteilung 


(86) De ab 


0 ? LES n? 


2x 
6,—6,., —= DS v== 126. Un, 


im gewissen Sinne genau der GauBschen Verteilung entspricht. 
Betrachtet man nämlich die #-fach unendliche Schaar der tri- 


gonometrischen Kurven #-ter Ordnung, die durch die Punkte 
(8,, 5), (6,, f,) . . . (6,, f,) geht, so haben diese, für das Intervall 


(0, 2x), alle denselben Flächeninhalt (der gleich 2x o+f Li ich 


ist). Die Abszissenverteilung (86) ist durch diese Eigenschaft 
charakterisiert. 


nämlich noch ein zweites M, (6), so müfite M, (6) — M(0) für 6, 8,,... 0, doppelt 
verschwinden, also M, (6) — M(6) = 0, M, (6) = M(6). — Ich bemerke noch, daf 
ein solches H(6) für den ersten Augenblick sogar als überbestimmt erscheint; 
sind doch an das trigonometrische Polynom #-ter Ordnung (2n + 2) Forderungen : 
Mb, MO)= hi, M(,)=), M'É)=M'(()=... = M'(6,)=— 
— 0 gestellt. Sind aber die ersten (2n + 1) Forderungen befriedigt, so ist die 
letzte: M'(6,) — O von selbst befriedigt, weil für ein beliebiges trigonometrisches 
Polynom n-ter Ordnung T(6) die Relation T’/(6,) + T'(6,)+.-.+ T'(6,) = 0 
besteht. 

1) Am Schlusse seiner Arbeit gibt Herr Jackson auch interessante para- 
bolische Interpolationskurven an, die er durch die Substitution æ — cos 8 erhält. 
Diese Kurven sind, für gerades », Treppenparabeln, im Sinne dieser Arbeit. 


Die Überführung des Cholesterins in Koprosterin. 
Von 


Adolf Windaus. 
Vorgelegt in der Sitzung vom 24. Juni 1916 durch Herrn Wallach. 
[Aus dem Alle. Chem. Laboratorium der Universität Gôttingen.] 


Die in der Natur so weit verbreiteten Sterine sind groBenteils 
einfach ungesättigte sekundäre Alkohole von der Formel C27 Has O, 
so z. B. das Sterin der hôheren Tiere, das Cholesterin, das 
Phytosterin der Weizenkeimlinge, das Sitosterin und andere. 
Neben diesen finden sich vereinzelt auch Sterine, die zwei Wasser- 
stoffatome mehr enthalten als das Cholesterin und gesättigte 
sekundäre Alkohole von der Formel C7 H4s O darstellen, z. B. 
das Koprosterin aus den menschlichen Faeces und wahrschein- 
lich das Isocholesterin aus der Schafwolle. 

Wegen ihres natürlichen Vorkommens haben diese hydrierten 
Cholesterine Interesse gefunden, und es ist vielfach versucht worden, 
das Cholesterin durch Reduktionsmittel in solche Dihydroprodukte 
zu verwandeln. Je nach der Art des angewandten Reduktions- 
mittels gelangt man hierbei zu verschiedenen Produkten, von denen 
indessen keïines mit dem natürlich vorkommenden Koprosterin iden- 
tisch ist. 

Das bei diesen Versuchen zunächst erhaltene ,«-Chole- 
stanol“, das anfangs sogar für identisch mit dem Koprosterin 
gehalten wurde’), gehürt garnicht in die Gruppe der Dihydro- 
cholesterine, sondern ist ein Kondensationsprodukt zwischen Chole- 


1) Ber. 39, 1155 [1906]. 
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sterin und dem bei der Reduktion benutzten Amylalkohol und hat 
die Formel Cs2 H56 O !). 

Dagegen ist das S-Cholestanol, das von Diels und Abder- 
halden”*) sowie von Willstätter und Mayer*) erhalten 
wurde, ein Dihydrocholesterin. Da es bereits in der Kälte aus 
Cholesterin und Wasserstof bei Anwesenheit von Palladium oder 
Platin entsteht, stellt es vermutlich das normale Reduktionsprodukt 
des Cholesterins dar. Übrigens ist es sicher verschieden von dem 
Koprosterin der Faeces, dagegen ist es von R. Bôühm“) in einer 
abgeschlossenen Darmschlinge aufgefunden worden und ist, wie ich 
wiederholt habe feststellen künnen, in kleinen Mengen neben 
Koprosterin in den menschlichen Faeces vorhanden und häufig dem 
rohen Koprosterin beigemengt. 

In der Hoffnung, die Isomerie zwischen dem B-Cholestanol und 
dem Koprosterin aufzuklären und die bisher vergeblich versuchte 
Überführung des Cholesterins in Koprosterin durchführen zu künnen, 
habe ich die Untersuchung der hydrierten Cholesterine aufgenommen. 

Es lag zunächst die Môglichkeit vor, daB sich die beiden 
Alkohole nur durch die sterische Anordnung der sekundären Hydro- 
xylgruppe an einem asymmetrischen Kohlenstoffatom von einander 
unterscheiden würden, wie dies beim Borneol und Isoborneol 
der Fall ist; und ich habe darum versucht, ob sich die beiden 
Alkohole beim Erhitzen mit Alkalien in einander üiberführen liefen, 
wie Glukonsäure und Mannonsäure. Dies ist indessen nicht 
der Fall, vielmehr erhält man bei diesem Versuche zwei neue 
isomere Dihydrocholesterine, aus dem B-Cholestanol das ,8-Chole- 
stanol“, aus dem Koprosterin das ,Pseudokoprosterin“, 
zusammen also 4 verschiedene Dihydrocholesterine; von diesen 
unterscheiden sich je zwei nur durch die sterische Anordnung der 
Hydroxylgruppe und liefern daher bei der Oxydation dasselbe 
Keton: B- und &-Cholestanol geben B-Cholestanon, Koprosterin und 
Pseudokoprosterin liefern Koprostanon. 

Es wäre nun noch müglich gewesen, daB die vier isomeren 
Dihydrocholesterine dasselbe Kohlenstoffskelett besäfien und daf 
nur die Hydroxylgruppe an verschiedenen Kohlenstoffatomen haften 
würde. In diesem Falle hätten die beiden gesättigten Kohlen- 
wasserstofte, die aus dem 8-Cholestanol und dem Koprosterin beim 


1) Windaus und Uibrig, Ber. 46, 2487 [1918]. 
2) Ber. 39, 884 [1906]. 

3) Ber. 41, 2199 [1908]. 

4) Bio. Z. 33, 477 [1911]. 


94 Adolf Windaus, 


Ersatz der Hydroxylgruppe durch Wasserstoff entstehen, identisch 
sein müssen. 

Ich habe darum aus dem Koprosterin den entsprechenden ge- 
sättigten Kohlenwasserstoff, das Koprostan, bereitet und festze- 
stellt, daB er verschieden ist vom B-Cholestan, das aus dem - 
(bzw. s)-Cholestanol erhalten wird. 

Dagegen ist das Koprostan überraschenderweïise identisch mit 
einem andern schon bekannten gesättigten Kohlenwasserstoff Oz Has, 
dem Pseudocholestan von Mauthner') Das Koprosterin ist 
also der Alkohol der Pseudocholestanreihe and die Beziehungen 
des Cholestans zum Pseudocholestan gewinnen dadurch besonderes 
Interesse. 

Die Überführung des Cholesterins in Cholestan und Pseudo- 
cholestan ist Mauthner auf folgendem Wege geglückt: Durch 
Ersatz der Hydroxylgruppe im Cholesterin (1) durch Wasser- 
stoff entsteht Cholesten (II), das mit Platin und Wasserstoff 
zu B-Cholestan (IT reduziert wird. Durch Anlagerung von 
Chlorwasserstoff an Cholesten wird Cholestenhydrochlorid 
(IV) gebildet, das bei Wiederabspaltung von Chlorwasserstoff nicht 
Cholesten, sondern hauptsächlich Pseudocholesten (V) liefert. 
Zur Deutung der Isomerie zwischen Cholesten und Pseudocholesten 
liegt es nahe anzunehmen, da bei der Anlagerung und Wieder- 
abspaltung des Chlorwasserstoffs eine Verschiebung der doppelten 
Bindung stattfindet. Die Reduktion des Pseudocholestens mit Platin 
und Wasserstoff liefert an Stelle des Cholestans hauptsächlich 
Pseudocholestan (VI) Da bei diesem ProzeB ein asymme- 
trisches Kohlenstoffatom entsteht, entspricht die Bildung dieses neuen 
Stereoisomeren, das kein Spiegelbildisomeres des Cholestans dar- 
stellt, durchaus der Theorie. Nach dieser Annahme unterscheiden 
sich also Cholestan und Pseudocholestan nur durch die 
Anordnung eines Wasserstoffs und einer Methylgruppe an dem 
mit * bezeichneten asymmetrischen Kohlenstoffatom, und derselbe 
Unterschied besteht auch zwischen B-Cholestanol (VII) und 
Koprosterin (VIII). 


1) M. 30, 639 [1909]. 
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0 1 GA En) CH c (CN Huo)-CH 


[HO / 
|  NIHBCCH — | HCCH — | 1H3C CH 
CH2—C-—H || CH—CH | CH2—CH | 
CH CH CH: 
l I Cholesterin IT Cholesten III B-Cholestan 
a ; 
(Car nee ee mr (Co H35)—C—CHs 
| A A 
tu 028 Hi ce 1 IEC ICE TNA CES 
CH—CH2 | C1 CH—CH | CH: = CH" | 
Ÿ RCE CH: CH: 
IV Cholesten- V Pseudo- VI Pseudo- 
hydrochlorid cholesten cholestan 
* * 
(C2 H:5)-C—H (C2 Hs5)—C—CH 
. | HO { | HO 
| NX ]H3sC CH | NN] H CH 
CH—C—H | CH2—C | 
CE: CH 
_ VII B-Cholestanol VIII Koprosterin 


Durch die eben geschilderten Versuche ist die Isomerie zwischen 
Koprosterin und B-Cholestanol zwar aufgeklärt; das eigentliche 
Ziel der Untersuchung, die Überführung des Cholesterins in Kopro- 
sterin, aber noch nicht erreicht. 

Da für diese Reduktion Natrium und Amylalkohol, sowie 
Platin oder Palladium und Wasserstoff, sich als ungeeignet er- 
wiesen hatten, versuchte ich andere Reduktionsmittel, doch griffen 
die meisten das Cholesterin entweder nicht an oder lieferten eben- 
falls B-Cholestanol. 


Nach vielen vergeblichen Versuchen habe ich dann gefunden, 
daB die Reduktion des Cholesterins einen besonderen Verlauf 
nimmt, wenn man Nickel als Katalysator verwendet und den 
Wasserstoff bei 200 einwirken läft. Unter diesen Bedingungen 
erhält man ein neues Produkt, das y-Cholestanol, das einen ähn- 
lichen Schmelzpunkt und ein ähnliches Drehungsvermügen besitzt 
wie B-Cholestanol; es unterscheidet sich aber in charakteristischer 
Weise dadurch vom B-Cholestanol, daB es aus verdünntem Alkohol 
stets krystallwasserfrei erhalten wird, während unter denselben 
Bedingungen das B-Cholestanol mit 1 Mol. Wasser krystallisiert. 
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Die Untersuchung des y-Cholestanols hat sich äuBerst schwierig 
gestaltet und hat wiederholt in die Irre geführt. Schlieflich 
stellte es sich heraus, daf$ das .y-Cholestanol eine Additionsver- 
bindung zwischen verschiedenen hydrierten Cholesterinen darstellt. 
Eine solche Additionsverbindung zwischen B-Cholestanol und 
Pseudokoprosterin habe ich neulich!) beschrieben: 1 Mol. Pseudo- 
koprosterin (Schmelzpunkt 117°) und 1 Mol. B-Cholestanol (Schmelz- 
punkt 141%) vereinigen sich zu einem Halbracemat vom Schmelz- 
punkt 154°. Dieses Halbracemat krystallisiert ohne Krystall- 
wasser, während B-Cholestanol 1 Mol. Krystallwasser enthält. 

Das ?y-Cholestanol besteht wesentlich aus diesem partiellen 
Racemat, häufg ist es aber noch komplizierter zusammengesetzt 
und enthält auch s-Cholestanol (Schmelzpunkt 184). Der Schmelz- 
punkt des y-Cholestanols liegt bei etwa 1472 und eine Trennung 
der drei Komponenten durch physikalische Mittel gelingt nicht. 

Die Erkenntnis, da das y-Cholestanol ein so kompliziertes 
Gebilde darstellt, ist etwa auf folgendem Wege gewonnen worden. 
Bei dem Versuch, das y-Cholestanol in ein Acetylderivat überzu- 
führen, erhielt ich kein einheitliches Reaktionsprodukt, sondern 
ein Gemisch verschiedener Ester, aus denen sich das Acetat des 
B-Cholestanols als das am schwersten lôsliche in reinem Zustande 
isolieren lieB*). Dieser Befund deutete darauf hin, daf entweder 
das y-Cholestanol sich bei der Esterifizierung partiell in B-Chole- 
stanol umwandle oder dafi das B-Cholestanol in irgend einer Form 
im y-Cholestanol vorhanden sei. Daf diese zweite Annahme die 
Richtige war, ergab sich aus dem Verhalten des y-Cholestanols 
gegenüber Digitonin unter Bedingungen, unter welchen eine Um- 
lagerung ausgeschlossen war. 

Es stellte sich nämlich heraus, daB nur etwa 50°/ des y-Chole- 
stanols mittels Digitonin in der Kälte ausgefällt werden und daf 
diese Fällung ausschlieflich aus dem Digitonid des 8B-Cholestanols 
besteht. Nach der Abtrennung des B-Cholestanols aus dem y- 
Produkt blieb ein Rückstand, in welchem man durch Bereitung 
charakteristischer Derivate die Anwesenheit von Pseudokoprosterin 
und &e-Cholestanol sicher nachweisen konnte *). 


1) Ber. 48, 861 [1915]. 

2) Hieraus ergibt sich, da8 die Ester keine Additionsverbindungen unter 
einander liefern. 

8) Das y-Cholestanol enthält also drei verschiedene Dihydrocholesterine und 
tatsächlich gelingt es, ein Produkt mit den Eigenschaften des y-Cholestanols zu 
crhalten, wenn man 2 Teile f-Cholestanol, 1 Teil s-Cholestanol und 1 Teil Pseudo- 
koprosterin in alkoholischer Lüsung zusammenbringt. 


die Überführung des Cholesterins in Koprosterin. 97 


Die Trennung des Pseudokoprosterins und des s-Cholestanols 
durch fraktionierte Krystallisation ist auferordentlich schwierig, 
ich habe darum einen besonderen und eigenartigen Weg einge- 
schlagen, um das Pseudokoprosterin rein zu erhalten. 

Beim Kochen mit Natriumamylat und Amylalkohol lagert 
sich das s-Cholestanol zu etwa 90% in B-Cholestanol um, das 
Pseudokoprosterin nur zu etwa 10° in Koprosterin um. Die 
entstandenen Stoffe (8-Cholestanol und Koprosterin) lassen sich 
aber durch Digitonin ausfällen und entfernen; und das Filtrat 
enthält nur noch wenig s-Cholestanol und hauptsächlich Pseudo- 
koprosterin. Durch Wiederholung der Operation kann man das 
s-Cholestanol annähernd vollständig entfernen und ein Pseudo- 
koprosterin bereiten, das von Isomeren praktisch frei ist. 

Auf diesem Wege ist es also über das y-Cholestanol geglückt 
das Pseudokoprosterin aus dem Cholesterin zu erhalten, und hier- 
durch ist auch die Hauptaufgabe, die Überführung des * 
Cholesterins-in Koprosterin, gelüst; denn daf sich das 
Pseudokoprosterin partiell in Koprosterin umwandeln läft, habe 
ich, wie oben erwähnt, schon früher beobachtet. 

Um das Ergebnis der ganzen Arbeit aber einwandfrei zu ge- 
stalten, habe ich die früheren Versuche mit synthetischem Pseudo- 
koprosterin wiederholt; früher hatte ich die Umlagerung mit 
Natriumamylat und Amylalkohol vorgenommen; dies ist aber un- 
vorteilhaft, weil hierbei hüchstens 10°% des Pseudokoprosterins 
in Koprosterin umgewandelt werden und auferdem kleine Mengen 
Amylkondensationsprodukte entstehen, die das Reaktionsprodukt 
verunreinigen. Ich habe darum systematisch das Gleichgewicht 
zwischen Koprosterin und Pseudokoprosterin bei verschiedenen 
Temperaturen und unter Verwendung verschiedener Lüsungsmittel 
studiert und habe gefunden, daB die besten Ausbeuten an Kopro- 
sterin erzielt werden, wenn man Pseudokoprosterin mit Natrium- 
äthylat und Alkohol im Autoklaven auf 180° erhitzt. 

Aus dem Reaktionsprodukt wird das in 20°/o Ausbeute ge- 
bildete Koprosterin mit Digitonin ausgefällt, aus dem trockenen 
Digitonid mit siedendem Xylol extrahiert und nach dem Verdunsten 
des Xylols aus Methylalkohol umkrystallisiert. Man erhält so 
ein prachtvoll krystallisierendes Koprosterin, das bei 101—102° 
schmilzt und vollständig identisch ist mit reinem natürlichen 
Koprosterin. 

So ist also nach jahrelanger Arbeit die Überführung des 
Cholesterins in Koprosterin gelungen und nunmehr das von den 
Bakterien im Darmkanal gebildete Produkt auch auf chemischem 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. KI. 1916. Heft 1. ä 
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Wege leicht zugänglich geworden. Unaufgeklärt und überraschend 
bleibt allerdings der Umstand, daf bei Verwendung verschiedener 
Katalysatoren und Fermente nicht identische, sondern isomere 
Dihydrocholesterine gebildet werden. 

Der experimentelle Teil dieser Untersuchung wird in den 
Berichten der Deutschen chemischen Gesellschaft verôffentlicht. 


Die Einwirkung des Lichtes auf die Bildung und 
Zersetzung der Halogenwasserstoffe. 


Von 
Alfred Coehn und Karl Stuckardt 
Vorgelegt von G. Tammann in der Sitzung vom 20. Mai 1916. 
Mit Tafel IL 


Es hat sich eine Reïhe von photochemischen Vorgängen auf- 
finden lassen, welche zu von der Zeit unabhängigen stationären 
Endzuständen, den sogenannten ,,photochemischen Gleichgewichten‘ 
führen. Sie entstehen — wie die wahren thermodynamischen Gleich- 
gewichte — aus der Gegenwirkung zweier Reaktionsgeschwindig- 
keiten*). Es sind dabei drei Fälle denkbar: 

a. Nur die eine Reaktions-Richtung ist lichtempfindlich; bei 
ausreichender Anhäufung ïihrer Produkte erfolgt die Rückbildung 
der Ausgangsstoffe von selbst mit solcher Geschwindigkeit, daf 
aus dem Gegeneinander von Licht- und Dunkelwirkung ein be- 
stimmtes Konzentrationsverhältnis der Reaktionsprodukte beider 
Wege als stationärer Zustand sich einstellt. Hierher gehôrt die 
Polymerisation des Anthracens*). Ist bei Vorgängen dieser Art die 
Dunkelgeschwindigkeit unmefbar klein, so geht die Lichtreaktion 
praktisch zu Ende, wie bei der Zersetzung des Ammoniaks im 
ultravioletten Licht {). 

b. Beide Reaktionsrichtungen sind lichtempfindlich. Denkbar, 


1) Vgl. die Dissertation von Karl Stuckardt, Güttingen, 1915. 
2) Ueber die Beziehungen thermodynamischer und photochemischer Gleich- 
gewichte vgl. A. Coehn, Jahrb. d. Radioakt. 7, 636 (1911). 
8) R. Luther und F. Weiïgert, Zeitschr. f. physikal. Chem. 51, 297 (1905). 
4) A. Coebn und G. Prigent, Zeitschr. f. Elektrochem. 20, 275 (1914). 
7* 
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aber bisher nicht mit Sicherheit festgestellt, ist der Fall, daf in 
beiden Richtungen dieselbe Wellenlänge wirksam ist. 


c. In beiden Richtungen wirkt. das Licht, aber mit verschie- 
dener Wellenlänge. Hierher gehôrt das von Warburg und 
Regener') untersuchte Ozon und die von Coehn und seinen 
Mitarbeitern untersuchten Fälle der Bildung und Zersetzung von 
SOs?), HC1°), COCL‘), H:0 5), CO: °). 


Für solche Fälle der dritten Art wird im Folgenden die Frage 
aufgeworfen, ob es müglich ist, die Lage des sich von beiden Seiten 
her im Licht einstellenden stationären Zustandes vorherzusagen, 
insbesondere, ob die naheliegende Antwort, daf hier die GrüBe der 
Lichtabsorption bestimmend sein mu, ausreicht. | 

Um môglichst einfach übersehbare Verhältnisse zu haben, wurden 
drei einander nahe stehende Vorgänge gewählt, bei welchen auf jeder 
Seite der Reaktion nur ein lichtabsorbierender Stoff vorhanden 
ist: die Bildung und Zersetzung der drei Halogenwasserstoffe. Der 
leitende Gedanke war, einerseits für jeden der drei Stoffe die in 
verschiedenen Spektralgebieten von beiden Seiten her 
sich einstellenden ,,Lichtgleichgewichte‘* festzustellen; andererseits 
die Grôfe und den Verlauf der Absorption der verwendeten Strahlen- 
arten für HCI, HBr, HJ und — da H2 in den betrachteten Ge- 
bieten keine Absorption zeigt — für Cle, Br2, Je zu untersuchen: 
endlich die Ergebnisse dieser beiden Versuchsreihen zu einander in 
Beziehung zu setzen. 


I. Gleichgewichtsversuche. 


Eine für unsere Versuche ideale Anordnung würde durch spek- 
trale Zerlegung erhaltenes monochromatisches Licht für die Gleich- 
gewichts- und die Absorptionsversuche verwenden. Die Erzeugung 
aber eines annähernd homogenen Lichtfeldes, wie es die Gleich- 
gewichtsversuche verlangen, durch allseitige Bestrahlung des Reak- 
tionsgefäBes, ist auf solche Weise nicht ausführbar. So wurde für 
diese Versuche eine Quecksilberlampe benutzt in der früher be- 
schriebenen Anordnung). Diese Art Lampen erlaubt jetzt nach 


1) E. Regener, Ann. d. Phys. 20, 1033 (1906). 

2) A. C. u. H. Becker, Zeitschr. f. physikal. Chem. 70, 88 (1910). 

8) A. C. u. A. Wassiljewa, Ber. d. deutsch. chem. Ges. 42, 3813 (1909). 
4) A. C. u. H. Becker, Ber. d. deutsch, chem. Ges. 43, 130 (1910). 

5) A. C. u. G. Grote, Nernst-Festschrift 1912, S. 136. 

6) A. C. u. G. Sieper, Zeitschr. f. physikal. Chem. 91, 347 (1916). 

7) A. C. u. H. Becker, Zeitschr. f. physikal. Chem. 70, 106 (1909). 
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Anbringung verschiedener Verbesserungen') die Ausführang von 
Versuchen mit mehrtägiger ununterbrochener Brenndauer bei kon- 
stanter Lichtstärke. Der Abschluf der Lampe gegen die Gaede- 
Quecksilber-Pumpe durch zwei hintereinander geschaltete Queck- 
- silberhähne erwies sich als so gut, daf über ein Jahr die Lampe 
mit der ïhrer hôchst erreichbaren Evakuierung entsprechenden 
Spannung von 25 Volt gebrannt werden konnte, ohne daB Nach- 
evakuierung erforderlich war. 

Damit stand also als Lichtquelle das durch Quarz noch hin- 
durchgelassene Linienspektrum des Quecksilbers zur Verfügung. 
Da geeignete Filter im Ultraviolett fehlen, ist es nicht müglich, 
daraus einzelne Linien dieses Gebietes abzusondern. Um aber den 
geplanten Vergleich der Absorptions- und Gleichgewichtsversuche 
durchführen zu kônnen, genügt es, grôfere Spektralgebiete abzu- 
grenzen. Dies wurde erreicht durch Verwendung verschiedener 
Glassorten. Die Aufnahme der Spektren der Quarz-Quecksilber- 
lampe mit Hilfe des Quarzspektrographen zeigte (bei einer Expo- 
sitionsdauer von 35 Sekunden), da$ durch geschmolzenen Quarz 
abgeschnitten war das Gebiet von kürzerer Wellenlänge als 220 uw, 
durch Uviolglas von kürzerer als 254uu und durch Jenaer Glas 
von kürzerer als 300uu. Es wäre jedoch nicht einwandfrei ge- 
wesen, die ReaktionsgefäBe aus den drei Glassorten anzufertigen, 
da bei photochemischen Gleichgewichten im Gegensatz zu den 
wabren thermodynamischen Gleichgewichten eine Verschiebung des 
Endzustandes durch katalytische Einwirkung des Materials der 
GefäBwand môglich erscheint. Daher wurde für die Reaktions- 
gefäfe in allen Fällen das gleiche Material Quarz verwendet und 
zwar in Form von Rôhren von 0,8 cm lichter Weite und 13,5 cm 
Länge, also mit einem Volumen von etwa 5,5 ccm. Der Ausschluf 
der kürzeren Wellenlängen geschah durch Eïinsetzen dieser Rôhr- 
chen in etwas weitere aus Jenaer Glas oder Uviolglas. 

Die Füllung der Quarzrühren mit Halogenwasserstoff erfolgte 
in einer Apparatur, die einer von Bodenstein?) benutzten ähnlich 
ist und in welcher vier bis neun durch Kapillaren aneinander ge- 
schmolzene Quarzrühren gleichzeitig gefüllt werden konnten (Fig. 1). 

An den Entwickelungskolben A schlieft sich ein mit Phos- 
phorpentoxyd gefülltes U-Rohr B, daran vermittelst Quarz-Glas- 
schliffes das Quarzrôhrensystem C und vermittelst ebensolchen 
Schliffes ein T-Stück, daf einerseits über c zur Wasserstrahlpumpe, 


AMC ME GiGrotenL'c AT C u.G. Sieper, Ke: 
2) M. Bodenstein, Zeitschr. f. physikal. Chem. 22, 23 (1897). 
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andererseits zu einem Quecksilbermanometer D fübhrt. Um die Luft 
zu entfernen wurde die ganze Apparatur evakuiert, bei A elektro- 
lytisch entwickelter Wasserstoff eingelassen und dies viermal wieder- 
holt. In den evakuierten Apparat wurden dann durch den Hahn b 
etwa 100 cem wässerige Halogenwasserstoffsäure gebracht, die den. 
Kolben À zu ?/s füllten. Benutzt wurden die Kahlbaumschen Prä- 
parate Jodwasserstoffsäure spez. Gew. 1,96, Bromwasserstoffsäure 
66 %, Chlorwasserstoffsäure chem. rein. Nach der Füllung, deren 
Eïnzelheiten in der Dissertation beschrieben sind, wurde mit dem 
Sauerstoffgebläse zunächst die an B angrenzende Quarzkapillare 
und dann weiter jedes einzelne Rohr abgeschmolzen. Sodann wurde 
es mittels eines Drahtes in das zentrale Quarzrohr der Quecksilber- 
lampe gehängt. 


Diese 


Die Wirkung der Belichtung wurde durch Titration festge- 
stellt, nachdem zuerst die eine Kapillare unter 0,1n Jodkalium- 
lôsung nahe am Rohr und sodann die Spitze der anderen Kapillare 
abgebrochen war. Es wurde das Jod mit Natriumthiosulfat und 
der Halogenwasserstoff mit Barytlauge und Phenolphtaleïn bestimmt, 
in einzelnen Fällen auch noch volumetrisch der Wasserstofr. 


Jodwasserstoff. 

Bekannt ist, daf Jodwasserstoff im Licht zersetzt wird’). Die 
entgegengesetzte Reaktion ist nicht bemerkt worden und Lemoine 
teilt ausdrücklich mit?), da durch die Wirkung des Sonnenlichtes 
eine Vereinigung von Wasserstoff und Jod nicht erfolgt. Es 


1) Tyndall, Chem. News 18, 266 (1865). M. Bodenstein, Zeïtschr. f. phy- 
sikal. Chem. 22, 23 (1897). 
2) Lemoiñe, Compt. rend. 85, 144 (1877). 
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handelte sich also zunächst darum, qualitativ eine solche Ver- 
einigung in dem zur Verfügung stehenden Strahlengebiet festzu- 
stellen. Zu diesem Zweck wurde in den Reaktionsmantel einer 
doppelwandigen Quarz-Quecksilberlampe !) etwas Jod eingebracht 
und elektrolytisch entwickelter Wasserstoff darüber geleitet. Nach 
Verdrängung der Luft wurde die Lampe gezündet und die Sperr- 
flüssigkeit aus blauer Lakmuslôsung zeigte bereits nach kurzer 
Belichtungszeit durch Farbenumschlag die Bildung der Jodwasser- 
stoffsäure an. Die Reaktion ist in dieser Form als einfacher photo- 
chemischer Vorlesungsversuch geeignet; zur besseren Erkennung 
des Farbenumschlages läft man den Joddampf vor der Sperrflüssig- 
keit durch Kühlung sich kondensieren. Nach dieser qualitativen 
Feststellung konnten die Gleichgewichtsversuche in den drei zur 
Verfügung stehenden Spektralgebieten in Angriff genommen werden. 


In Quarzglas. 

Für die Zersetzungsversuche wurden die Quarzrôühren 
in Anordnung der Figur 1 gefüllt. Da die käufliche Jodwasser- 
stoffsäure immer etwas zersetzt ist, wurde zur Bindung etwa vor- 
handenen Joddampfes noch Asbestwolle mit rotem Phosphor vor- 
gelegt. Tabelle 1 enthält die Ergebnisse. Spalte IVa und b geben 
die gefundenen Mengen Jod und Jodwasserstoff in ccm von 0° und 
760 mm Druck. Die in Spalte V verzeichnete Zersetzung ergibt 
2VH 


ICRA x = Sr — 
2V} + VHJ 
Tabelle 1. Versuche in Quarzglas. 
a) Zersetzung. 

I IAE III FMI a PRE PONPETD v 

Dauer der ‘ Gefundene Mengen | 
à Druck Temp. Zersetzung 

No HE ee Frs mat ad ges no ne . 
1 2 739,5 14,0 1,178 2,167 0,4603 
2 Ë » z 1,748 1,034 0,7717 
3 10 » : 2,245 0,3635 0,9251 
+ 15 ” . 2,012 0,4281 0,9038 
5 15 : # 2,100 0,3231 0,9286 
6 15 749,0 13,2 2,232 | 0,3231 | 0,9325 
ii 80 139,5 14,0 2,553 0,420 |  0,9240 
8 30 : , 2,148 0,40338 0,9141 
ñ 30 . 2,520 0,4119 0,9244 
10 60 749,0 13,2 2,271 0,3392 0,9307 


Zersetzung im Mittel aus (3 bis 10): 0,9229 
In 10 Minuten ist also der Endzustand sicher erreicht. 


1) Beschrieben bei Coehn und Prigent, Zeitschr. f. Elektrochem. 20, 275 (1914). 
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Bei den Bildungsversuchen sollte in entsprechender 
Weise von einem äquivalenten Gemisch von Wasserstoff und Jod 
ausgegangen werden. ÆEin solches konnte auf einfache Weise da- 
durch erhalten werden, daB man eines der mit Jodwasserstoff ge- 
füllten Rôhrchen vor einer gewühnlichen Heraeusschen Quarzlampe 
eine Stunde lang bei Zimmertemperatur belichtete. Durch Abschei- 
dung von Jod wird das System inhomogen und die Zersetzung 
geht praktisch zu Ende, was durch besondere Versuche festgestellt 
wurde. Die Ergebnisse der Bildungsversuche enthält Tabelle 1b. 


4. D: _Q . . ei VHJ 
Der Wert für die Bildung in Spalte V ergibt sich aus y — GT 
b) Bildung. 
ad Il 10 | D |-Bduuss 
| | È 

1160 | 7505 13,2 | 2,209 | 0,3866 |  0,0804 
2 | 60 | 739,5 14,0 | 2,409 | 0,3734 | 0,0719 

y im Mittel: 0,0761 


Es wird also in dem durch Quarz hindurchgelassenen Lichte 
von beiden Seiten her der gleiche Endzustand erreicht: die Zer- 
setzung schreitet fort bis zu 92,3 °, die Bildung bis zu 7,6 0. 


In Uviolglas. 

Aus dem früher (Seite 101) dargelegten Grunde und dem wei- 
teren, da auf die eben beschriebene Weise das äquivalente Gemisch 
von Wasserstoff und Jod sich sehr bequem erhalten lief, wurden 
auch für die Versuche mit Uviolglas Quarzrührehen verwendet und 
nach der Füllung in einer Hülle aus Uviolglas wie vorher be- 
lichtet. Die Ergebnisse gibt Tabelle 2. Den Gang der Zersetzung 
stellt auBerdem Figur 2 dar. (Siehe folgende Seite.) 

Man erkennt, daf die Zersetzungsgeschwindigkeit durch das 
Uviolglas stark herabgesetzt ist: Während in Quarz der End- 
zustand bereits in wenigen Minuten erreicht ist, steigt die Zer- 
setzung hier auch nach 32 Stunden noch sehr deutlich an. 
Zugleich ersieht man aus den Bildungsversuchen, da der End- 
zustand gegenüber dem in Quarz stark verschoben ist: es kann 
nicht zweifelhaft sein, da er bei 100 °) Zersetzung liegt. 
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Tabelle 2. 
Zersetzung und Bildung von Jodwasserstoff im Uviolrohr. 
b — 749,0 mm, t — 13,2° bei Füllung. 


a) Zersetzung. 


I | Il | IlTa ITTb IV . 
= Fr hiunces Gefundene Mengen Zersetzung 
* | zeit in Std. Jod Jodwasserst. - 
VI Vus 
1 1 0,578 4,318 0,2112 
2 8 0,782 3,425 0,3134 
3 6 1,348 3,094 0,4656 
4 9 1,567 2 439 0,5623 
5 32 1,915 0,5004 0,8844 
b) Bildung. 
NT 10 2,652 = keine 
2 30 2,358 — Bildung 
Zersetzunq 
10 
nn 5: 
08 
o7 
06 
05 
04 
03 
02 
a 
Zeit in 
13 62 32 Stunden 


Fig. 2. 
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In Glas. 


Die Belichtung der wie vorher gefüllten Quarzrôhrchen in einer 
Hülle aus Jenaer Glas führte zu -folgendem Ergebnis: 


Tabelle 3. 
Zersetzung und Bildung von Jodwasserstoff in Glas. 
b 700,0 mmt = 122 


a) Zersetzung. 


I | IL Ila IIIb | IV 

| Belichtungs- Gefundene Menge Zersetzung 
Nr. | zeit in Std. 

V2 VHJ x 
1 7 0,239 4,938 0,0823 
2 We 0,582 4,254 0,2148 
b) Bildung. 
ni keine 

1 | 15 | 3 497 Fee 


Die Zersetzungsgeschwindigkeit ist gegenüber der in Uviolglas 
weiter stark herabgesetzt, der Endzustand ist aber als der gleiche 
wie dort zu erkennen: keine Bildung, 100 Zersetzung. Es sei 
noch besonders darauf hingewiesen, daB schon mit der nach 
7 Stunden sich einstellenden Zersetzung von 8°/o und erst recht 
mit der nach 17 Stunden festgestellten von 21,5 °/o das thermische 
Gleichgewicht weit überschritten ist; es liegt für die in dem zen- 
tralen Belichtungsrohr der Lampe herrschende mittlere Temperatur 
von 2702 bei 6,2 ‘/o Zersetzung !). AufBerdem würde nach Boden- 
stein*) eine rein thermische Wirkung auf ein homogenes System 
von HJ, H2, Je bei 270° in den angegebenen Zeïiten noch nicht zu 
bemerken sein. 


Bromwasserstoff. 
Nach Berthelot) bewirkt Einwirkung des Sonnenlichts auf 
in Glasrôhren eingeschlossenes Bromwasserstoffgas auch nach fünfzig 
Tagen keine Aenderung, ein Ergebnis, das für trockenes und von 


1) W. Nernst, Zeitschr. f. Elektrochem. 15, 687 (1909). 
2) M. Bodenstein, Zeitschr. f. physikal. Chem. 13, 94 (1894). 
3) M. Berthelot, Ann. chem. phys. 21, 206 (1900). 
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Sauerstoff freies Gas von Richardson!) bestätigt wurde. Smits 
und Aten”) ‘teilen die qualitative Beobachtung mit, daB durch 
altraviolettes Licht Bromwasserstoff zersetzt wird. 


Eine Bemerkung über die Bildung des Bromwasserstoffs findet 
sich bei Kastle und Beathy”), die bei 100° eine geringe, bei 
196° eine starke Vereinigung der Komponenten im Sonnenlicht ge- 
funden haben. 


In Quarzglas. 


Die Zersetzung des Bromwasserstoffs verläuft unter gleichen 
Versuchsbedingungen mit bedeutend geringerer Geschwindigkeit 
als die des Jodwasserstoffs. Die Versuche zur Erreichung des 
Gleichgewichts konnten daher zugleich benutzt werden, um die 
Abhängigkeit der Zersetzung von der Belichtungszeit zu verfolgen. 
Die drei Versuchsreihen der Tabelle 4 enthalten die Ergebnisse; 
Fig. 3 stellt den Gang der Reaktion graphisch dar. 


Tabelle 4. 


2. Reihe, b und t nicht beobachtet 


1 — 175 rs 0 
D = 0m, ter (wie in 1 u.3, Atm. Dr. u. Zimmert.) 


I Ila | Hb | Il | NI D LDENMEIE 
hier. | Vas | Zers. [Æ%M| vs, | Va he 
5 | 1,270 |3,069 |0,4528| 5 | 0,9587| 2,754 | 0,4105 


15 | 1,840 1131 |0,7649| 15 | 2,566 | 1,074 | 0,7447 
30 | 2,488 | 0,5735 | 0,8967| 30 | 2,159 | 0,420 | 0,9113 
45 | 2893 | 02746 0,9457| 45 | 2,554 | 0,250 | 0,9533 
60 | 2,441 | 01454, 09711| 60 | 2,327 | 0,0727 0,9846 
120 | 2,367 | 0,0808 | 0,9853| 120 | 2,327 | 0,008 | 0,9983 
180 | 2,488 | 0,0727 | 0,9856 | 180 | 2027 | 0,0646. 0,9843 


1) Richardson, Journ. chem. soc. 51, 801 (1887). 
2) Smits und Aten, Zeitschr. f. Elektrochem. 16, 264 (1910). 
3) Kastle und Beathy, Americ. chem. Journ. 20, 159 (1898). 
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Tabelle 4 (Fortsetzung). 


8. Reïhe b = 759,0 mm, t — 12.09 | Mittel aus den drei Reihen 


I Ia | Ib | II | I Il 
NN UE OT 
5 |0,9752 | 2,908 64024! 5 0,4219 
15 |1,824 | 1,422 | 0,7195 15 0,7430 
35 |2,490 | 0,6542 | 0,8839 30 0,8973 
45 |2,226 | 0,3473| 0,9276 45 0,9422 
50 | 2,490 | 0,1858 | 0,9641 60 0,9733 
120 |2,327 | 0,0727 | 0,9843| 120 0,9894 
180 |2,300 |0 sie 180 0,9900 
5 15 30 45 60 120 180 Pinaton 
Fig. 5. 


Der Verlauf ist unter den eingehaltenen Bedingungen zur 
Entfernung des Luftsauerstoffs gut reproduzierbar: die drei Ver- 
suchsreihen fallen zusammen. Eine Bildung von Bromwasserstoff 
erfolgt nicht, wie die bis zu 100°% fortschreitende Zersetzung 
zeigt. Die Kontrollversuche der Tabelle 5 zeigen, daB der Zu- 
stand vollständiger Zersetzung in vier Stunden stets sicher er- 
reicht ist. (Die Abweichung des Versuches 1 liegt innerhalb der 


Fehlergrenzen). 
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Tabelle 5. 
Belichtung von Bromwasserstoff vier Stunden lang. 
b = 751,5 mm, t — 14,0° bei Füllung. 


I 1Ia IIb | III 
Nr. VBr VHBr | Zersetzung 
1 2446 | 00404 | 0,9918 
2 2394 | 0 1,0 
8 2364 | 0 1,0 
4 2781 | 0 | 1,0 


In Uviolglas. 

Die Schwierigkeit der Herstellung eines äquivalenten Gemisches 
von Brom und Wasserstoff konnte hier auf demselben Wege um- 
gangen werden, wie bei Jod und Wasserstoff: durch Belichtung in 
Quarzrôhren wurde Bromwasserstoff quantitativ zerlegt. Die Zer- 
setzungs- und Bildungsversuche in Quarzrôhren, die von Uviolglas 
umhüllt waren, lieferten die in Tabelle 6 verzeichneten Ergebnisse. 


Tabelle 6. 
Zersetzung und Bildung von Bromwasserstoff in Uviolglas. 


(Füllung bei Atm. Druck u. Zimmertemperatur.) 


Zersetzung | Bildung 
I Ia Ib III I ITa Ib I 
Zeit Zeit 
in VBro Vagr Zers. in VB | Vase | Bildung 
Std. Std. 


4 |0,0366| 4,685 /0,0154| 4 2,099 | 0,5654| 0,1187 
8 |0,0878| 4,483 10,0377| 10 | 2,050 | 1,147 | 0,2186 
20 |0,125 | 4006 | 0,0587 


Man erkennt, daB jetzt, nach Ausschaltung der Wellenlängen 
unterhalb 254 uu eine Tendenz zur Bildung auftritt, die diejenige 
zur Zersetzung sogar übertrifft. Die Reaktionsgeschwindigkeït ist 
aber in den längeren Wellen so klein, daB von der Erreichung des 
Gleichgewichtes abgesehen wurde. Aus den erhaltenen Zahlen läft 
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sich schliefen, daB der stationäre Endzustand bei ungefähr 20 ‘Jo 
Zersetzung sich einstellen wird. 


In Gas. 


Die Ausschaltung der Wellenlängen unterhalb 300 uw bei Er- 
setzung der Uviolglashülle durch eine solche aus Jenaer Glas ergab 
folgende Werte für die Bildung und Zersetzung. 


Tabelle 7. 
Zersetzung und Bildung von Bromwasserstoff in Glas. 
(Füllung bei Atm. Druck u. Zimmer-Temperatur.) 


a) Zersetzung | b) Bildung 

I IT | I Ila | Hb | III 
Zeit Zeit 

in Zers. in VBra | VHer | Bildung 
Std. Std. 

4 Keine 5 2,350 1,090 0,1983 
3 | Zersetzung | 14 1,433 1,914 0,4004 


Es tritt also überhaupt keine Zersetzung mehr ein; die gegen- 
über der Wirkung in Uviolglas gesteigerte Vereinigungsgeschwin- 
digkeit führt zu 100 ° Bildung. Dieses Ergebnis steht im Ein- 
klang mit den oben angeführten bei Belichtung mit Sonnenlicht 
gefundenen von Richardson einerseits und Kastle and Beathy 
andrerseits. 

Wir gelangen also bei Bromwasserstoff durch 
stufenweise Ausschaltung der kürzesten Wellen- 
längen von dem Endzustande quantitativer Zer- 
setzung in die Elemente über Endzustände, in 
welchen die Verbindung neben den Elementen be- 
steht, zu einem Endzustande, der nur die Verbindung 
enthält. 

Chlorwasserstoff. 

Ueber die Vereinigung von Chlor und Wasserstoff im Licht 
Liegt seit der Arbeit von Bunsen und Roscoe eine umfangreiche 
Literatur vor!) Die Reaktionsgeschwindigkeit im homogenen Sy- 
stem ist von Bodenstein und Dux?) untersucht worden. 

1) Vgl. A. Coehn, Photochemische Vorgänge in Gasen, Jahrb. d. Radio- 


aktivität und Elektronik 7, 577 (1911). 
2) M. Bodenstein und Dux, Zeitschr. f. physikal. Chem. 85, 297 (1913). 
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Die Tatsache, daf unter der Einwirkung des Lichts auch die 
entgegengesetzte Reaktion stattfindet, wurde von Coehn und 
Wassiljewa') festgestellt. In dem durch Quarz hindurchge- 
lassenen Teil des Ultraviolett lieB sich eine Zersetzung bis zu 
0,25 °/o nachweisen. 


In Quarzglas. 

Der genannteWert war an langsam strômendem Chlorwasser- 
stoffgas ermittelt worden; die Môglichkeit, daf er nur eine untere 
Grenze darstellte, sollte jetzt geprüft werden, indem in der gleichen 
Anordnung wie bei den anderen Halogenwasserstoffen ruhendes 
Gas belichtet wurde. Die Zersetzungsversuche lieferten folgendes 
Ergebnis. 


Tabelle 8. 


Chlorwasserstoffzersetzung in Quarzglas. 


Nr. REA VCh Vaai Zersetzung x 
1 10. 0,0117 4,749 0,004903 
2 15 0,010 4,693 0,004244 
3 60 0,011 5,379 0,00432 
4 60 0,0117 5,040 0,00461 
5 | 120 0,0117 4,677 0,004966 
6 360 0.0117 4,701 0,00494 


Mittel x — 0,004664 


Man erkennt, daf der — vermutlich schon nach wenigen Se- 
kunden sich einstellende — Endzustand von 10 bis 360 Minuten 
sich nicht mebr ändert. Von der Erreichung des ,photochemischen 
Gleichgewichts“ von der Gegenseite konnte in diesem Falle ab- 
gesehen werden. 


In Uviolglas und Glas. 

Daf in Uviolglas und Glas keine Zersetzung des Chlorwasser- 
stoffs erfolgt, ist bereits von Coehn und Wassiljewa festgestellt 
worden. Der Endzustand liegt also hier bei 100 0) Bildung. 

Eine Zusammenfassung der Ergebnisse des ersten Teils der 
Arbeit bietet die folgende Tabelle, in der für die benutzten Spek- 
tralgebiete die Gleichgewichte (Dauer co) und die Zeiïten, in denen 
sie erreicht werden, angegeben sind. Die experimentell festge- 


1) A. Coehn und A. Wassiljewa, Ber. d. deutsch. chem. Ges. 42, 3183 (1909). 
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stellten Gleichgewichtswerte sind vor den extrapolierten im Druck 


hervorgehoben. 
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In Quarzglas 


In Uviolglas 
1 > 220 uu 


15> 254 au 


Zers. | Dauer | Bildung | Dauer 


In Jenaer Glas 
4 > 300 uu 


Dauer | Bildung | Dauer 


Dauer Bildung Dauer 


HJ |œ©(>10 Min), 7,6% |æ(>10Min.)92,30//10 St.| 00, | 3 St. 131,340, 115 st. | ocp | 7 st.| 880%, 


80 St.| 00% |6 St. |46,56%, 17 St. | 21,48 
9 St. | 56,28 0}, 
32 St. | 88,440, 

on 00 0 100 °/° co 0% co 100 °/o 


HBr| œ(>48td)| 0%, |>(4Std.) 1000] 4 St. | 11,87 07, | 4 St. | 1,540/,| 5 St. [19,830 | 4 St. | 0° 


10 St. | 21,86 0/°| 8 St. | 3,770), [14 St. | 40,040, | 8 St. | 0% 
20 St. | 5,870, 


œæ |ca.800/,| © |ca.200/,| 100 °/, | 0% 


HCI| (>?) |99,580% | © >(5Min.)|0,42| « | 100% | 0% | æ | 1000, | 0° 
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IL Absorptionsmessungen. 

In den gleichen Strahlengebieten, deren chemische Einwirkung 
im ersten Teil untersucht worden ist, sollten die Absorptionen 
der lichtempfindlichen Stoffe festgestellt werden. 

Für die Lichtabsorption der Halogenwasserstoffe liegen in der 
Literatur keine näheren Angaben vor. Alle drei Gase sind farblos; 
Absorption ist also nur im Ultraviolett zu erwarten. 

Ueber die Absorption der Halogene selbst sind ausführliche 
Angaben vorhanden. Sie sind wiedergegeben in einer Arbeit von 
Liveing und Dewar!')}. Da hier aber Angaben über die absor- 
bierenden Schichtdicken fehlen und wir solcher für die späteren 
Betrachtungen bedurften, so wurden auch die Absorptionen der 
Halogene erneut festgestellt. 

Die Versuchsbedingungen für die Absorptionsmessungen wurden 
môglichst denen für die Gleichgewichtsversuche angepañt. Als 
Lichtquelle wurde demgemäB auch hier eine Quarzlampe benutzt, 
deren Strahlengebiet durch Schirme aus Uviolglas und Jenaer Glas 
begrenzt werden konnte. Der benutzte Quarzspektograph?) von 
Schmidt und Haensch umfafte, wenn die Wellenlänge von 220 uu 
als kürzeste eingestellt war, das Bereich bis 866 uu. Die Linien 
des Quecksilberspektrums wurden durch Ueberphotographieren des 
Cadmium-Funken-Spektrums identifiziert. 

Als Absorptionsgefäfe wurden 10 und 100 cm lange Glasrôühren 
benutzt, auf deren abgeschliffene Enden Quarzplatten mit Paraffin 
aufgekittet waren. Ein seitlicher Ansatz führte zur Füllungs- 
apparatur, welche mit geringen Abändernngen der für die Gleich- 
gewichtsversuche verwendeten (Fig. 1) entsprach. Für die Einzel- 
heiten der Füllung sei auf die Dissertation verwiesen. Chlor und 
Brom wurden bei Zimmertemperatur eingefüllt, die Variation der 
absorbierenden Mengen geschah durch Aenderung des Druckes; die 
Mengen wurden auf gleichen Druck und verschiedene Schichtdicken 
umgerechnet. Voraussetzung dafür ist, daf hier das Beersche Ge- 
setz gilt J — Jie-vd, d.h. dafi die Absorption bei Konstanz des 
Produktes p : d, Druck >< Schichtdicke, unabhängig von einer Aen- 
derung seiner Faktoren ist. Messungen von Ângstroem*) an Kohlen- 
säure, Liveing und Dewar“) und Warburg) an komprimiertem 


1) Liveing und Dewar, Chem. News 47, 121 (1883). 

2) Für die freundliche Ueberlassung des Quarzspektographen sei auch an 
dieser Stelle dem früheren Direktor des Landwirtschaftlichen Instituts der Uni- 
. versität, Herrn Geheimrat Tollens, und dem jetzigen Direktor, Herrn Prof. Ehren- 
berg, bestens gedankt. 

3) Annalen der Physik, 6, 163 (1901). 4) Proc. Roy. Soc. 46, 222 (1889). 

5) Sitzungsber. d. Kônigl. Preuf. Akad. d. Wiss. 1915, 230. 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten, Math.-phys. Klasse. 1916. Heft 1. 8 
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Sauerstoff zeigten Abweichungen vom Beerschen Gesetz, bei andern 
Gasen, von Eva von Babhr !) untersucht, zeigte sich Uebereinstim- 
mung. Durch besonderen Versuch konnte gezeigt werden, daB die 
Absorption von Chlor von 100 cm Schichtdicke bei 1/10 Atm. die 
gleiche ist wie von 10 cm und 1 Atmosphäre. In den kleinen 
Grenzen, in denen der Druck bei den vorliegenden Messungen 
variiert wurde, erscheint deshalb die Umrechnung vou Absorp- 
tionen von gleicher Schichtdicke und verschiedenem Druck in solche 
von gleichem Druck und verschiedener Schichtdicke berechtigt. 

Zur Absorptionsbestimmung von Jod konnten die beschriebenen 
Rühren mit Paraffinkittung nicht verwendet werden, da die Be- 
stimmung oberhalb des Siedepunktes des Jods (180°) erfolgen mu. 
An ihre Stelle trat ein 10 cm langes Quarzrohr von 1,5 cm lichter 
Weite mit angeschmolzenen planparallelen Platten aus geschmol- 
zenem Quarzglas (da Bergkristallplatten sich nicht erhitzen lassen) 
an den Enden. Durch einen Ansatz wurde eine durch Wägen be- 
stimmte Menge Jod in dieses Quarzrohr einsublimiert und nach 
Evakuieren mit der Wasserstrahlpumpe an dem Ansatz abge- 
schmolzen. Zur Absorptionsmessung wurde das Rohr in einen 
elektrischen Ofen mit zwei seitlichen Oeffnungen gebracht, die 
als Eintritts- und Austrittsôffnung für die das Absorptionsrohr 
durchlaufenden Strahlen dienten. Die Temperatur an dem Reak- 
tionsrohr war bei der Absorptionsmessung etwa 240°, dieselbe 
Temperatur, die in der verwendeten Quarzquecksilberlampe bei 
den Gleichgewichtsversuchen herrscht. 

Während also die Absorption von Chlor und Brom bei Zimmer- 
temperatur bestimmt wurde, geschah dies für Jod bei 240°. Eine 
Aenderung der Absorption mit der Temperatur ist nur zu er- 
warten wenn molekulare Umwandlungen eintreten. Die bei Jod 
allein in Betracht kommende, die Dissoziation in die Atome, wird 
erst bei 500° merklich. In einigen Fällen wurden die Absorptionen 
bei verschiedenen Temperaturen untersucht. Bei ‘/5 Atm. Druck 
erwies sich die Absorption einer 10cm langen Schicht von Jod- 
wasserstoff bei Zimmertemperatur identisch mit der bei 2402. Das- 
selbe gilt für Chlor. Unter hôherem Druck (1 Atm.) aber zeigte 
sich bei Chlor in einer 10 cm langen Schicht ein Einflu8 der Er- 
wärmung auf 240° auf die Absorption. Es verschwand dann bei 
mehrfach wiederholtem Versuch die letzte, ohnehin nur noch schwach 
sichtbare Linie von 280uu und die Absorptionsbande verbreiterte 
sich bis zur nächsten Linie 276uu. Es erfährt hier also mit wach-. 
sender Anzahl absorbierender Moleküle die Absorption bei hüherer 

1) Ann. d. Phys. 33, 585 (1910). 
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Temperatur eine wenn auch geringe Aenderung. Von Anbringen 
einer Korrektion bei den Absorptionen von Jod in grüferen Schicht- 
dicken wurde abgesehen. 


Die Ergebnisse der Absorptionsmessungen enthält die bei- 
liegende Spektraltafel. Die folgende Tabelle verzeichnet neben 
jeder untersuchten Schichtdicke d die letzte noch sichtbar gebliebene 
Quecksilberlinie. Da die Angaben dazu dienen sollen, die Ver- 
hältnisse bei den Gleichgewichtsversuchen zu erklären, werden die 
Absorptionen von Chlor, Brom, Jod verglichen mit denen für dop- 
pelt so groBes Volumen der Halogenwasserstofife. 


Tabelle 9. 
Jodwasserstoff Bromwasserstoff Chlorwasserstoff 
p'—="l'Atm: D=RIAtnT p — 1 Atm. 
F1 \“ d 1 | d ’ 
in cm in uu 
0,4 254 0,4 226 0,4 220 
0,8 265 0,8 230 0,8 222 
2 276 2 230 2 222 
10 297 10 245 10 222 
50 334 50 254 50 
100 334 100 264 100: 
| 


Chlor p — {}; Atm. 


Brom p — ‘/, Atm. 


d ja 1 


[—" 
> 
eh 

2 
> 
w 


0,4 224 0,4 220 | 0,4. 344 344 
0,8 226 0,8 222 366 0,8 334 350 
2 230 10 230 339 2 313 366 
5 243 20 238 334 1055 
7,5 280 30 246 334 20 280 


10 289 50 280 334 50 270 
20 313 100 265 
30 334 
60 366 


Die Ergebnisse sind graphisch dargestellt in Fig. 4, die Schicht- 
8* 
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dicken als Ordinaten, die die Absorptionsgrenze bezeichnenden 
letzten nicht ausgelüschten Quecksilberlinien als Abscissen. 


3710 360 340 300 270 250 PURES à 
à EL ES 
2 
Brom] 
10 
om] 
Chlor- 
20 / wassefrstoff 


30 


50 
60 


70 


100 


Fig. 4. 


Im einzelnen sei über die gefundenen Absorptionen bemerkt: 
Bei Jodwasserstoff ist in 50 cm-Schicht die Absorption bereits die- 
selbe wie in 100 cm. Jodwasserstoff absorbiert also nur die Wellen- 
längen unterhalb 334uu. Die Absorption von Bromwasserstoff 
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scheint in 100cm-Schicht dem Absorptionsbanden-Ende ebenfalls 
sehr nahe gekommen zu sein, und die Absorption von Chlorwasser- 
stoff liegt bei der kleïnsten bis zur grüBten untersuchten Schicht- 
dicke konstant bei den letzten von Quarz durchgelassenen Wellen- 
längen 222—220 uu. 

Die Absorptionsbande von Jod ist bedeutend breiter als die von 
Jodwasserstoff und auch die von Brom wird breiter als die von 
Bromwasserstoff. Da die Absorptionskurve des Jods eine Aus- 
biesgung zeigt, liegt daran, da die Linie 254 uu, die intensivste 
des Quecksilber-Spektrums, noch nicht ausgelôscht ist, während 
die benachbarten schwächeren dies schon sind, so daf zwischen 
5 cm und 7.5 cm, wo dann auch 2b4 uu ausgelôscht ist, ein An- 
steigen eintritt, während die Kurve nachher normal verläuft. Eine 
selektive Absorption ist jedoch hier nicht anzunehmen, vielmehr 
ist dieses Verhalten sicher nur eine Folge der Wahl der Licht- 
quelle, da bei Spektren mit gleichmäfig verteilter Intensität ein 
solches Verhalten nicht gut denkbar wäre. 

Die Absorptionskurve von Brom bricht so früh ab, weil es 
nicht môüglich war, das 100 cm lange Rohr mit hôherem als 190 mm 
Druck zu füllen, wozu hôhere Temperatur als die erreichte von 
23° nôtig gewesen wäre, was die Paraffinkittung nicht zulief. 

Die Kurve von Chlor endlich besitzt bei 344 uu ein Absorp- 
tionsmaximum, das schon Liveing und Dewar in grôBeren Grenzen 
vorausgesagt hatten. 

Aus den mit QuarzgefäBen erhaltenen Absorptionskurven der 
untersuchten Stoffe läBt sich auch die Abhängigkeit der Absorp- 
tion in Uviolglas und Glas von der Schichtdicke entnehmen. Man 
bat zu beachten, daf die Stoffe, die ultraviolette Endabsorption 
besitzen, dann nicht mehr von 220 uu, der Durchlässigkeitsgrenze 
des Quarzes, sondern von 254 uu und 300 uu, den Durchlässigkeits- 
grenzen des Uviolglases und Glases an absorbieren. Die absor- 
bierenden Schichten sind dann von der Projektion des Kurven- 
punktes auf die Ordinatenachse zu rechnen, dessen Abszisse 254 uu 
beziehungsweise 300 uu entspricht. Man findet auf diese Weise für 
die Halogenwasserstoffe, daf Jodwasserstoff schwächer in Uviol- 
glas absorbiert als in Quarz, und in Glas noch schwächer als in 
Uviolglas, Bromwasserstoff nur noch schwach in Uviolglas, über- 
haupt nicht mehr in Glas, und Chlorwasserstoff nur in Quarz, nicht 
mehr in Uviolglas und Glas. Von den Halogenen absorbiert Jod 
schwächer in Uviolglas und Glas als in Quarz, Brom in Uviolglas 
und Gilas in der äufersten Ultraviolettabsorptionsbande schwächer 
als in Quarz und Chlor absorbiert in Uviolglas ebenso wie in 
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Quarz, während in Glas sich die Absorption bei grôBeren Schichten 
ändern wird, da dann die Durchlässigkeitsgrenze des Glases die 
Absorptionskurve schneidet. É 

Es sei noch darauf hingewiesen, da die Absorptionsgrenze von 
Bromwasserstoff (264 uu) einen mittleren Wert einnimmt zwischen 
der von Jodwasserstoff (334 uu) und von Chlorwasserstoff (222 uu). 
Man kann allgemein für die gefundenen Absorptionen sagen, daf 
nicht allein für die Halogene von Chlor zu Jod, sondern auch für 
die Halogenwasserstoffe von Chlorwasserstoff zu Jod- 
wasserstoff eine Bathochromie, eine Verschiebung 
des Absorptionsstreifens nach längeren Wellen hin 
eintritt. 

Bemerkenswert ist ferner das Zusammenfallen der Absorp- 
tionsgrenzen von Chlor und Bromwasserstoff bei 265 uu einerseits, 
sowie das der im Molekulargewicht nächst hôheren entsprechenden 
Brom und Jodwasserstoff bei 334uu andererseits. 

Die Betrachtung der Absorptionskurven läft zwei verschie- 
dene Typen erkennen: solche, die steil abfallen, die also in nicht 
allzugrofer Schicht die Grenzen der Absorptionsbande erreichen 
und bei weiterer Steigerung der Schichtdicke unverändert bleiben, 
und solche, die flach abfallen und deren Absorptionsgrenzen beï 
grôBeren Schichtdicken noch nicht erkennbar sind. Zu der ersten 
Gruppe gehôren die Absorptionskurven der drei Halogenwasser- 
stoffe, der Kurvenast der Absorptionskurve des Chlors mit der 
Absorptionsgrenze 265 uu im Ultraviolett, sowie der Ast der zweiten 
Absorptionskurve des Broms mit der Absorptionsgrenze 334 uu 
im Ultraviolett. Zu der zweiten Gruppe müssen dagegen gerechnet 
werden die Absorptionskurve des Broms im äuBersten Ultraviolett, 
sowie die des Jods im Ultraviolett. Die Wichtigkeit dieser Unter- 
scheidung wird im folgenden klar. 


III. Absorptionsverlauf und Lage der Gleichgewichte. 


Der Satz von Grotthus, da8 nur absorbierte Strahlung photo- 
chemisch wirksam sein kann, gibt eine für den photochemischen 
Umsatz notwendige aber nicht hinreichende Bedingung: es gibt 
farbige und dabei lichtechte Stoffe. Aber selbst im Bereich photo- 
chemisch empfindlicher Substanzen kann neben chemisch wirksamer 
Absorption rein thermische vorhanden sein. Es ist nun a priori 
anzunehmen, dafi zu photochemischer Wirksamkeit eine schärfere 
Resonanz des empfindlichen Stoffes mit dem einstrahlenden Licht 
erforderlich sein wird, als wenn die absorbierte Strahlung lediglich 
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im Wärme umgesetzt wird. R. Luther!) hat auf die Erfahrungs- 
tatsache hingewiesen, daf Stoffe mit steiler Absorptionsbande in 
vergleichbaren Fällen lichtempfindlicher sind, als Stoffe mit langsam 
abfallender und breiter Absorptionskurve. Er führt aus?) daf 
ein steiler Abfall der Absorptionskurve das Vorhandensein reiner 
Resonanzenergie andeutet, welche Synchronismus zwischen den 
Eigenschwingungen der Elektronen im Molekül und dem periodi- 
schen Wechselfeld des Lichts erfordert und welche dementsprechend 
zur Lockerung des Verbandes, d. h. zu chemischen Veränderungen 
führt. Neben dieser Resonanzenergie kann ,Dämpfung“ vorhanden 
sein, welcher eine Umwandlung der absorbierten Energie in Wärme 
entspricht. Die Dämpfung zeigt sich in einem flachen Abfall 
der Absorptionskurve. Es wäre hiernach also photochemische Em- 
pfindlichkeit mit starkem Abfall der Absorptionskurve (d.h. ge- 
ringer Abhängigkeit der Absorption von der Schichtdicke) ver- 
bunden und ein flacher Abfall der Absorptionskurve würde auf 
das Vorhandensein thermischer Absorption weisen. Unsere experi- 
mêntellen Ergebnisse stehen im Einklang mit diesen Ueberlegungen. 


1. Jodwasserstoff und Jod. 


Die Absorption von Jodwasserstoff in Quarzglas in einer Schicht 
von 0,4cm, die der bei den Gleichgewichtsversuchen vom Licht 
durchstrahlten Schicht entspricht, erstreckt sich von 220 bis 254 uu, 
die des Jods von 220 bis 224 uu. Setzt man die Breite der hier 
absorbierten Spektralgebiete proportional den absorbierten Licht- 
intensitäten, so wird man aus dem Verhältnis dieser Zahlen 34: 4 
auf eine weitgehende Zersetzung schliefien kônnen. Die mitge- 
teilten Versuche ergaben in der Tat einen Gleichgewichtszustand 
bei 92,29 °/ Zersetzung. 

Die Absorptionen von Jodwasserstoff und Jod nehmen pro 
Schichtdickeneinheit verschieden zu und zwar so, da die Ab- 
sorption von Jod relativ schneller wächst, als die von Jodwasser- 
stoff. Würde nun die photochemische Empfindlichkeit lediglich 
von der Absorption der reagierenden Stoffe abhängen, so wäre 
zu erwarten, daf die Zersetzung des Jodwasserstoffs in Uviolglas 
(4 > 254uu) viel geringer als in Quarz wäre und da in Glas 
(4 > 800 uu) sogar die Bildung des Jodwasserstoffs die Zersetzung 
überwiegen würde. Die ausgeführten Versuche in Uviolglas und 
Glas zeigten jedoch, daB beide Male der Gleichgewichtszustand 


1) R. Luther, Photochemie in ,Die Kultur der Gegenwart“. $S. 327. 
2) Zeitschr. f. Elektrochem. 14, 452 (1908). 
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bei vollständiger Zersetzung liegt. Daraus ergibt sich, daB das von 
Jod absorbierte Licht von der Wellenlänge 254uu aufwärts nur 
in Wärme-, nicht in chemische Energie umgewandelt wird. Das 
aber ist genau das Verhalten, auf welches — nach den Ausfüh- 
rungen des vorigen Abschnittes — aus der Grestalt der Absorp- 
tionskurve des Jods, die langsam über ein grofes Wellengebiet 
abfällt; zu schliefien ist. 

Aber nicht allein oberhalb 254 uu wird Jod absorbierte Licht- 
energie in Wärmeenergie überführen, sondern auch in kleineren 
Wellenlängen, denn es ist nicht anzunehmen, daf eine Aenderung 
des chemischen Ausnutzungskoeffizienten — des Bruchteils absor- 
bierter Lichtenergie, der in chemische Energie übergeführt ist — 
zwischen 220 uu, wo der Koeffizient > 0 ist, und 254 uu, wo er — 0 
ist, sprunghaft erfolgt. Es ist vielmehr anzunehmen, daf der 
Ausnutzungskoeffizient mit zunehmender Wellenlänge vom Maximum 
der Absorption an kleiner wird und bei der Wellenlänge 254uu 
bereits zu Null geworden ist. 

Diese Annahme kann durch Versuche mit aequivalenten Wassér- 
stoff- und Jodmengen unter verschiedenem Druck geprüft werden. 
Bei vergrôBertem Druck und gleicher Schichtdicke oder — für 
Ablesung aus den Absorptionskurven umgerechnet — bei ver- 
grôüBerter Schichtdicke und gleichbleibendem Druck wird die von 
Jod und Jodwasserstoff absorbierte Lichtmenge sich vergrôBert 
haben, und zwar so, daB die Absorption von Jod dann relativ 
grôBer wird gegenüber Jodwasserstoff. Dann hat sich das Absorp- 
tionsspektrum des Jods um Wellenlängen vergrôBert, deren Aus- 
nutzungskoeffizient kleiner geworden ist und Jodwasserstoff um 
solche, deren Ausnutzungskoeffizient, den obigen Ausführungen 
gemäf, gleichgeblieben ist. Man hätte also mit zunehmender Schicht- 
dicke nicht, wie die Betrachtung der AbsorptionsgrôübBen 
allein ergibt, eine Verschiebung des Gleichgewichts nach der Seite 
der Bildung zu erwarten, sondern unter Berücksichtigung des A b- 
sorptionsverlaufs das Entgegengesetzte. 

Zur Prüfung dieses Schlusses wurden Versuche über Bildung 
von Jodwasserstoff bei verschiedenen Drucken ausgeführt. Die 
Quarzrôhren wurden dazu einzeln gefüllt. Das Jod wurde aus 
einer kleinen — mittels Quarz-Glasschliffes angesetzten — Retorte 
einsublimiert und seine Menge durch Wägung festgestellt und durch 
Hinaustreiben und Neueinsublimieren auf den gewünschten Betrag 
gebracht. Zum Einfüllen des Wasserstoffs wurde der Schliff 
abgeschnitten und das Rohr mit einem kapillaren Ende an den 
Wasserstoffentwicklungsapparat mittels Ventilschlauches angesetzt, 
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mit dem anderen an ein T-Stück,. dessen einer Schenkel zum Queck- 
silbermanometer sich fortsetzte und dessen anderer Schenkel zur 
Wasserstrahlpumpe führte. Die Luft wurde durch mehrfaches 
Evakuieren und Einlassen von Wasserstoff verdrängt und schlieflich 
wurde Wasserstoff bis zu dem gewünschten Unterdruck eingefübrt. 

Die Belichtung des Rohrs in der Quarzlampe wurde auf eine 
Stunde ausgedehnt, also bedeutend länger als sich bei den Zer- 
setzungsversuchen zur Einstellung des Gleichgewichts als nôtig 
erwiesen hatte (zehn Minuten). 

Die Ergebnisse sind in der Tabelle 11 zusammengestellt, wo 
Vi Vx und vas in der früher beschriebenen Weise ermittelt sind. 


Tabelle 11. 
Bildung von Jodwasserstoff aus aequivalenten Wasserstoff- und 
Jod-Mengen unter verschiedenem Druck. 


Nr. | Gesamtäruck Va, Vs Vas Bildung vue Vis Vs 
| p in Atm. x GOHGN ns 
1 0,4 0,937 | 1,005. 0,2019|  0,0943 23,10 
2 0,66 |1,731| 1,634) 0,2908|  0,0798 33,45 
3 1 : |2805| 2,907 0,3877|  0,0634 54,26 
< 1,33 3,80 | 83,697! 0,4685|  0,0604 60,30 


Die Bildung x berechnet sich aus 


Vas : 
Va + Vi + Va 


ri = 


Die Reïhenfolge der Werte zeigt, da® mit wachsendem Druck 
die Bildung prozentual abnimmt, und es ist damit erwiesen, daf 
der Bruchteil absorbierter Lichtenergie, der in chemische Energie 
umgewandelt wird, mit zunehmender Wellenlänge immer Kkleiner 
wird und bei 254uu, wo die Durchlässigkeit des Uviolglases be- 
ginnt, ganz verschwindet. 


2. Bromwasserstoff und Brom. 

Auch hier kann mit Hilfe derselben Ueberlegung die chemische 
Veränderung aus der Grestalt der Absorptionskurven erklärt werden. 
Bromwasserstoff zeigt nur eine Absorptionskurve im Ultraviolett, 
die steil abfällt und über ein schmales Gebiet sich erstreckt, Brom 
dagegen besitzt im untersuchten Grebiet zwei Kurvenäste, von denen 
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der eine im langwelligeren Ultraviolett sehr steil abfällt. Von den 
genannten drei Absorptionskurven gehüren also die von Brom- 
wasserstoff und die letztgenannte von Brom zu der Klasse von 
Absorptionskurven, die darsuf schlieBen läft, daf das absorbierte 
Licht chemische Veränderung verursacht, während die im äufersten 
Ultraviolett liegende Absorptionskurve von Brom zu der Klasse 
gehôürt, bei der absorbierte Lichtenergie in Wärmeenergie über- 
geführt wird. 

Am einfachsten liegt der Fall bei der Reaktion im Glas. Durch 
Glas durchgelassenes Licht wird nur von Brom in der steil bei 
334 uu abfallenden Kurve absorbiert. Man wird demgemäf hier 
Bildung von Bromwasserstoff erwarten müssen, was der Versuch 
bestätigt. 

In Uviolglas wird aufer der eben besprochenen Absorption des 
Broms noch — in einer ebenfalls steil abfallenden Kurve — Ab- 
sorption von Bromwasserstoff sich zeigen, die auch in chemische 
Energie übergehen wird. Der nur noch sehr schwach erfolgenden 
Absorption des Bromwasserstoffs oberhalb 254uu entsprechend liegt 
der Endzustand dann bei geringer Zersetzung. 

In Quarz endlich wird aufer diesen beiden auch noch die 
Absorptionskurve des Broms im äufersten Ultraviolett zu beachten 
sein. Absorbiertes Licht dieser Wellenlängen wird aber — der 
Grestalt dieser Bromabsorptionskurve nach — nicht in chemische 
Energie übergeführt werden. Die Tendenz zur Bildung wird daher 
dieselbe bleiben wie in Glas und Uviolglas, dagegen steigt die 
Zersetzungsgeschwindigkeit ganz bedeutend gegen die in Uviolglas, 
entsprechend der bedeutend grôBeren Intensität des absorbierten 
Lichtes, und wenn sich schon in Uviolglas durch die auftretende 
schwache Zersetzung eine Zurückdrängung der Bildung im Gleich- 
gewicht bis auf etwa 80°/o beobachten lief, so wird bei der über 
tausendmal grôfieren Zersetzungsgeschwindigkeit in Quarz die 
Gegenreaktion der Bildung vüllig zurückgedrängt werden, und es 
ist daher verständlich, wenn der Gleichgewichtszustand in Quarz 
bei vollständiger Zersetzung liegt. 


3. Chlorwasserstoff und Chlor. 


Die Verhältnisse liegen hier am einfachsten. Chlor und Chlor- 
wasserstoff zeigen beide Absorptionskurven, die chemischen Um- 
satz des absorbierenden Stoffes erwarten lassen. In Glas und 
Uviolglas zeigt nur Chlor Absorption, so daf hier die Bildung 
bis 100 ‘ verständlich ist, während in dem vom Quarz durchge- 
lassenen Lichte sich auch Chlorwasserstoff sehr schwach an der 
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Absorption beteiligt. Der Form der Absorptionskurve des Chlor- 
wasserstoffs entsprechend, wird auch hier eine wenn auch nur sehr 
geringe chemische Aenderung auftreten, was in der Lage des 
Gleichgewichts bei 0,4°/ Zersetzung zum Ausdrack kommt. 


Zusammenfassung. 

1. Die Einwirkung des Lichtes auf die gasfôrmigen Systeme Jod- 
wasserstoff, Bromwasserstoff, Chlorwasserstoff und ihre Kom- 
ponenten führt in allen drei Fällen zu von beiden Seiten her 
erreichbaren stationären Zuständen. 

2. Die Lage dieser ,photochemischen Gleichgewichte“ wurde für 
jedes System in drei verschiedenen Spektralge- 
bieten untersucht. 

3. Die Absorption der Halogenwasserstoffe und der Halogene im 
Ultraviolett wurde in Abhängigkeit von der Schichtdicke er- 
mittelt. 

4. Unter Berücksichtigung des Verlaufs der Absorptionskurven 
mit zunehmender Schichtdicke konnten Schlüsse auf die Lage 
der photochemischen Gleichgewichte in den verschiedenen Wel- 
lengebieten gezogen werden. 


Gôttingen, November 1915. 


Photochemische Abteilung 
des Instituts für physikalische Chemie. 


Perihelbewegung des Merkur und die allgemeine 
Mechanik. 


Von 


E. Wiechert. 


Vorgelegt in der Sitzung am 26. Februar 1916. 


$ 1 Vorwort. 


Auf ,,Prinzipien‘‘ von überraschender Kühnheïit sich stützend 
hat A. Einstein eine Theorie der Relativität aufgebaut, ,,durch 
welche Raum und Zeit der letzten Spur objektiver Realität be- 
raubt werden“! Der ,Aether‘“ existiert schon seit langem für 
À. Einstein nicht mehr. Dennoch glauben gewif viele Physiker 
ebenso wie ich, zu den Vorstellungsformen von Raum und Zeit sicher 
auch Anzeichen von entsprechenden gegenständlichen Wirklichkeiten 
zu erkennen, und dennoch ist von einem Mitglied (W. Nernst) 
ebenderselben Akademie, welcher A. Einstein angehôrt, in letzter 
Zeit eine Theorie der Materie aufgestellt worden, welche — in den 
Einzelheiten nicht minder kühn, wie die Theorie der Relativität — 
gerade in dem ,,Aether‘‘ eine der Grundlagen des von uns gesehenen 
Weltgeschehens annimmt! Ich gedenke an den gewaltigen Streit 
der Meinungen, welcher sich in solchen Gegensätzen offenbart, 
heute nicht mit kritischen Bemerkungen zu rühren. Es scheint 
mir aber gegenüber dem auf allzgemeinsten physikalischen Vor- 
stellungen gegründeten Standpunkt, welcher von A. Einstein 
und den in gleicher Richtung schauenden Forschern eingenommen 


1) À. Einstein, ,,Erklärung der Perihelbewegung des Merkur aus der 
allgemeinen Relativitätstheorie‘; Sitzungsberichte der Kôniglich PreuBischen Aka- 
demie der Wissenschaften, math.-naturw. Klasse, Berlin 1915, S. 831—839. Das 
Zitat ist der ersten Seite dieser Arbeit entnommen. 
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wird’), wichtig, festzustellen, welche Wege sich üffnen, wenn man 
von den Erscheinungen selbst ausgeht und sich jenen umwälzenden 
Vorstellungen, so eindrucksvoll sie für sich genommen auch sein 
mügen, nicht hingibt. 

A. Einstein stellt sich die Aufgabe, die Gravitation dem all- 
gemeinen Schema seiner Relativitätstheorie einzuordnen. Es ist 
so eine Theorie entstanden, die in bemerkenswerter Weise die 
Perihelbewegung des Merkur erklärt, während die einfache New- 
tonsche Theorie hier versagt. So frage ich nun, wie die Perihel- 
bewegung des Merkur wohl erklärt werden kann, wenn von der 
radikalsten Relativitätstheorie“, wie A. Einstein seine neuen Ent- 
wickelungen nennt, ganz abgesehen wird. Die folgenden Aus- 
führungen sind zu einigen Erwägungen über die Antwort bestimmt. 
Es wird sich zeigen, daf es mehrere Wege gibt, welche sich dem 
Forscher üffnen; darunter zeichnet sich ein Weg aus, der béi 
groBer Einfachheit so gut mit neueren Anschauungen der Physik 
zusammenstimmt, da ich die Vermutung nicht zurückdrängen 
môchte, er weise vielleicht, wenigstens in Einzelnem, auf die Wirk- 
lichkeit hin. 


$ 2. Annahme über die Trägheit der Materie. 


Das negative Resultat des Michelsonschen Versuches hat zu 
der Annahme geführt, daB die materiellen Atome bei der Bewegung 
eine bestimmte, für alle Materie gleiche Formveränderung erfahren: 
die ,Lorentz-Kontraktion‘“‘. Aus dem Verhalten der Elektronen 
im magnetischen und elektrischen Felde wurde geschlossen, daf 
auch die Elektronen der Lorentz-Kontraktion unterworfen sind, 
und daf ihre Trägheit durch ihr elektrodynamisches Verhalten in 
Verbindung mit dieser Kontraktion bedingt ist. Ïst 8 die auf 
das Elektron einwirkende Kraft, so hat man demgemäf als Be- 
wegungsgleichung anzunehmen: 


(1) Dion ae 


ads TR 
dt Unes £ 
C 


es ist hier »m die ,,Ruhemasse‘‘, vb der Vektor der Geschwindigkeit, 
v die Intensität der Geschwindigkeit, also ein Skalar von der In- 
tensität des Vektors b; c bedeutet die Lichtgeschwindigkeit. Aus 
(1) folgen die bekannten Werte für die ,,träge Masse‘ längs und 


1) Man vergleiche vor allem: D. Hilbert, ,,Die Grundlagen der Physik, 
(Erste Mitteilung)“; Nachrichten der Kôniglichen Gesellschaft der Wissenschaften 
zu Gôttingen, math.-phys. Klasse, 20. November 1915. 
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quer zur Richtung vb; es ergibt sich aus (1) ferner für die ,,Kine- 
tische Energie“ Z die Formel: 


1 M: 8 v 
eee y Le (Ne mus Rs me 
(here Les mn =: à g (1 LEZ 107 LU } 


Wir wollen uns daran erinnern, daB die Formeln (1) und (2) keines- 
wegs Folgerungen der Relativitätstheorie darstellen, sondern daf 
umgekehrt diese Formeln, welche man aus der Erfahrung er- 
schlossen hat, zu den Grundlagen gehüren, auf welche die Rela- 
tivitätstheorie aufgebaut worden ist. — 

Wegen des Ausfalles des Michelsonschen Versuches liegt sehr 
nahe, die Formeln (1) und (2) für alle Materie, also auch für die 
Bewegung eines Planeten um die Sonne als gültig anzunehmen. 
Mit dieser Môüglichkeit wird weiterhin gerechnet werden. 

Welches Wirkungsgesetz soll nun für die Gravitation anstelle 
der Newtonschen Formel: 


Mm 
r 


(3) R —=,% 


gewählt werden, wenn auf jene etwaigen Abweïichungen von der 
klassischen Mechanik Rücksicht genommen wird, welche durch (1) 
und (2) angezeigt werden? Durch Experimente wurde mit sehr 
weitgehender Genauigkeit festgestellt, da bei dem Vergleich ver- 
schiedenartiger Materie Trägheit und Schwere einander proportional 
sind. Nun deutet die Formel (1) auf eine Abhängigkeit der Träg- 
heit von der Bewegung hin, es muB also zunächst vermutet werden, 
daB auch die Schwere von der Bewegung beeinfluft werde. Aber 
in welcher Weise sollte das geschehen? Irdische Versuche, welche 
zur Antwort auf diese Frage herangezogen werden künnten, sind 
nicht bekannt. Zunächst kônnte man meinen, daB wohl auch bei 
Bewegungsänderungen Schwere und Trägheit einander genau pa- 
rallel gehen. Dann würde die Planetenbewegung offenbar genau 
so wie bei den Annahmen der klassischen Mechanik erfolgen, denn 
jede Ânderung der Trägheit wird durch die entsprechende Ânde- 
rung der Schwere wettgemacht. Eine Perihelbewegung gäbe es 
dann ebensowenig wie bei der klassischen Mechanik. Diese erste 
Annahme ist also hinfällig. Als nächste Hypothese von besonders 
grober Einfachheit bietet sich jedenfalls diejenige dar, welche 
gegenüber der klassischen Mechanik allein die Träg- 
heit, garnicht aber die Schwere als geändert annimmt. 
Dann müfte die Gleichung (3) in unveränderter Anwendung bleiben. 
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Demgemäf wollen wir jetzt zunächst die durch (1) und (3) ge- 
kennzeichneten Hypothesen annehmen. 

Es folgt aus (2) und (3) als Energiesatz die Gleichung: 

,2 
(4) guf+iE)= +0, 
wenn bei Anwendung der Formel (2) in der Reïihenentwicklung 
neben dem Gliede, welches die klassische Mechanik allein kennt, 
noch das Korrektionsglied ,erster Ordnung“ in vw berücksichtigt 
wird. Die Sonne nehmen wir als ruhend an, was für unsere 
Zwecke genügt. 

Die Gleichung (4) reicht zur Feststellung der Bahnbewegung 
nicht aus, dazu ist noch eine zweite Gleichung erforderlich. Eine solche 
wird in bequemer Weïise durch den Flächensatz geboten; dieser 
ergibt sich, wenn analytisch formuliert wird, daf der Planet unter 
der Einwirkung einer Kraft steht, die stets nach einem und dem- 
selben, durch die Sonne gebotenen, Raumpunkt gerichtet ist. Ts 
môgen Polarkoordinaten zur Beschreibung der Bahn gewählt 
werden, indem zum Abstand > noch der Winkel @ hinzugenommen 
wird, welchen der Radiusvektor r — dessen Intensität durch r 
angegeben wird —, mit einer festen Richtung in der Bahnebene 
bildet. vb, und vb, seien die Komponenten der Geschwindigkeit 
parallel und senkrecht zum Radiusvektor r. Die zu tr senkrechte 
Richtung môge dabei so gewählt werden, daf sie dem Fortschritt 
von œ entspricht. Es ist dann: 


dr . dp 
(5) Da = dt’ Lo EE dt? 
a De id nee td Fine dr \° 2 dp ° 
(6) DA Mi DE D, == () +r (2 . 
Für eine beliebige, festgedachte, Richtung » in der Bahnebene gilt 
lire 7 ? dæ . 
(7) Un = gg COS (n, r) + ra, Sin (n, r). 


Mittels dieser Gleichung ergibt sich für die Komponente &, der 
antreibenden Kraft & parallel # nach (1) die Beziehung: 


LAC à 1 af a) | 

| m [dy relie diverse 

(ot Vis (F r( dé jeostmn+, ü sin (n,7) 
 : 


[0] 


ie te 


dr dp . \ dr’ 
Ar cos Gun +r sin nn) 
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Die Bedingung, & parallel dem Radiusvektor r, verlangt &, — 0 
für eine zu r senkrechte Richtung. Es ist dabei 


cos (n,r) = 0, gintin,r) = LEA 
zu setzen, und (8) liefert dann: 


: dp : dp v? 


dt 2(1-2) dt 
G 


Eine Integration dieser Gleichung ist ohne weiteres môüglich; sie 
ergibt den Flächensatz: 


sgonsl Ca 


Links steht die doppelte Flächengeschwindigkeit, auf der rechten 
Seite ist f eine Konstante. Nach Minkowski wäre dt V1 — v°/c* 
das Element der ,Eiïgenzeit“ des Planeten zu nennen; es folgt, 
daf der Flächensatz bei unseren Annahmen streng gilt, wenn 
mit der ,Eigenzeit“ statt mit der gewôbnlichen Zeït gerechnet 
wird. — 

Die Energiegleichung (4) und Flächensatz (9) bestimmen die 
Bewegung des Planeten. Uns kommt es hier nur darauf an, die 
Perihelbewegung festzustellen, daf heift, den Fortschritt von y, 
der zwischen zwei aufeinanderfolgenden Durchgängen durch den 
kleinsten Wert des Abstandes 7 liegt. Um ïhn festzustellen, ist 
es nôtig, die Verkettung von 7 und @ zu suchen, d. h. é zu eli- 
minieren. Aus (6) folgt: 


, a) 
JA T SNS S 
*() dœp 


dt 
Wird der Flächensatz (9) hinzugenommen, so ergibt sich: 


1 2 
Faà ren % v? 
PROS 
c 
Benutzt man jetzt den Energiesatz (4), um v* zu eliminieren, so 
entsteht die Näherungsformel : 


LS 
(10) (5 = +R (+0 4 [- c}| 
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Der Unterschied gegenüber der entsprechenden Formel der klassi- 
schen Mechanik liegt im zweiten Glied der eckigen Klammer. In 
der Klammer (4—3) wird der erste Teil, nämlich +4, durch die 
Abweichung des Satzes (9) von dem Flächensatz der klassischen 
Mechanik bewirkt, und der zweïite Teil, nämlich —3, durch die 
entsprechende Abweichung des Energiesatzes (4). 

Wird x = 1/r gesetzt, so läfit (10) in der Form: 


dx (4—3) x? M? 
a (1 ERA LE | 
Vz'+ Ax + B 2 2f C 
schreïiben, wobei À und BP Konstante sind. Die Integration ergibt: 
les : (4—3) x M° il 


wobei X, w,, r, Konstante sind. Bezeichnet 2x + Do den Fort- 
schritt von q zwischen zwei aufeinanderfolgenden kleinsten Werten 
von 7, so ist nach (11): 


_ (—-38)rxx M? 

Morin 

D ® bedeutet das Vorrücken des Perihels in der Zeit 
von einem Perihel zum anderen. 

Unsere Theorie, soweit sie bisher entwickelt wurde, ergibt, 
wie (12) lehrt, wirklich eine Bewegung des Perihels und zwar, 
da Do positiv wird, eine Bewegung im Sinne des Umlaufes des Pla- 
neten, d. h. in dem beim Merkur durch die Erfahrung angezeigten 
Sinn. f ist nach (9) bis auf kleine Glieder hôherer Ordnung die 
doppelte Flächengeschwindigkeit. Wird also die Umlaufszeit mit 
T bezeichnet, so ist bis auf kleine Glieder hôherer Ordnung 

f VIe 

2 NU Po ;qn: 
a bedeutet die groBe Halbaxe, e die Exzentrizität. Wird ferner 
noch beachtet, daf in (12) 


(12) Do 


2 h3 
x M = . 
gesetzt werden darf, wie es der klassischen Mechanik gemäf ist, 
so geht (12) über in: 
(13 a) D = =: — 


Bedeutet D,,,w” den Fortschritt des Perihels in 100 Jahren und 
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bei Benutzung der Bogensekunde als Einheït, rechnet man «a nach 
Kilometer und 7 nach Tagen, so wird: 
(4—3)4xa*  10°.865,2. 100 . 206 265 
9.10 T° (1— ee?) (86 400) ÿ 
Für den Merkur ist: 
a —"57,8* 107 km, 171880 Tagesmie—= 0,206: 


(13 b) DS p" GTS 


so folgt denn für diesen Planeten: 
D'Spas=r 71; 
Aus den astronomischen Beobachtungen wird, wie A. Einstein à. a. 0. 
mitteilt, auf 
(14) D,,9" = 45” £5” 


geschlossen. Unsere Theorie in der bisherigen Ausfüh- 
rung, welche in der Formel (1) die einzige neue Hypo- 
these sieht, gibt also zwar den Sinn und auch die 
GrôBenordnung der Perihelbewegung richtig an, lie- 
fert aber den Wert selbst 6—7mal zu klein! 


$ 3 Annahme über das Gesetz der Anziehung. 


Die Theorie ist also weiter zu verändern. Dieses vor Augen, 
soll beachtet werden, was im AnschluB an (10) über die Herkunft 
der beiden Teile in der Klammer (4—3) gesagt wurde. Wir er- 
kennen, da zwar die Ânderung des Flächensatzes gegenüber der 
klassischen Mechanik den richtigen Sinn für die Perihelbewegung 
ergibt, daB aber die von uns angenommene Ânderung des Energie- 
satzes für sich genommen eine Bewegung des Perihels nach der 
entgegengesetzten Seite zur Folge hat. Unter solchen Umständen 
liegt es nahe, eine Ânderung der Theorie in solcher Weise zu ver- 
suchen, da zwar der FKlächensatz so beibehalten wird, wie wir 
ihn schon gefunden haben, daf aber der Energiesatz umgewandelt 
wird. Wir wollen ferner beachten, daf es, um der Erfahrung zu 
entsprechen, notwendig scheint, den Energiesatz (4) so umzuge- 
stalten, daB sein durch das Glied +3v°/4c? auf der linken Seite 
dargestellter Unterschied gegenüber der klassischen Mechanik sich 
etwa umkehrt. Würden wir nämlich +3 durch —3 ersetzen, so 
würde in (13 a) und (13b) an Stelle von (4—3) — 1 treten 4438 — 7, 
d.h. es würde die Perihelbewegung sich 7mal so grof ergeben 
als vorhin, was der Erfahrung recht gut entspräche. Also scheint 
es sich darum zu handeln, in dem Energiesatz eine Umkehr des 
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Vorzeichens zu erreichen! In dem Energiesatz (4) war nur für 
die kinetische Energie gegenüber der klassischen Mechanik eine 
neue Annahme gemacht worden, während die petentielle Energie 
noch unverändert blieb. So liegt es nun nahe, jetzt das Augen- 
merk auch auf die potentielle Energie zu richten und durch eine 
veränderte Annahme über diese einen weiteren Forschritt der 
Theorie zu versuchen. Nach der Newtonschen Theorie würde der 
Energiesatz lauten: 


(15) Le = NE C. 
Diese Formel zeigt, daf: 
De x D 
CI und = 


einander entsprechende GrüBen sind; so wandeln wir denn im Hin- 
blick auf die für (4) zu erstrebende Ânderung in (14) nun auch 
die rechte Seite in ähnlicher Weise um, wie es beim Übergang 
von (15) in (4) mit der linken Seite geschehen ist. Wir setzen: 
(6) go (+) = 4 + 

wobei » als ein Zahlenfaktor aufzufassen ist, der noch zur Ver- 
fügung steht, um die Theorie der Erfahrung anzupassen. Wird 
(4) durch (16) ersetzt, so tritt in (10) und in den folgenden Formeln 
(4+2n—3) an Stelle der Klammer (4—3). Für den Fortschritt 
des Perihels bei einem Umlauf ergibt sich also jetzt der Wert: 


__ (4—3+2#)47'a 
(17) Do ar € Tee) 


Diese Formel zeigt, daf unsere nun erweiterte Theo- 
rie, welche sich auf die Hypothesen (1) und (16) stützt, 
in der Tat im Stande ist, der Erfahrung gerecht zu 
werden. Wird den Beobachtungen gemäf für den Merkur (14) 
angenommen, so folgt mittels (17): 45" +5" = 7"1(1+2%n), also: 
(18) 2h ==10,4460;04 


$ 4 Bedeutung der verwandten Hypothesen. 


Zwei Hypothesen wurden verwandt, um zu der Schlufformel 
(17) zu gelangen: Die erste Hypothese bezieht sich auf die Träg- 
heit. Sie entspricht der Bewegungsgleichung (1) und wird durch 

9 * 
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den Ausfall des Michelsonschen Versuches in Verbindung mit der 
modernen Elektrodynamik sehr nahe gelegt. Die zweite Hypo- 
these, die durch die rechte Seite von (16) geboten wird, bezieht 
sich auf die potentielle Energie. Bezeichnen wir diese mit V, so 
läft sich die Hypothese darstellen durch: 


xmM fi LÉ )+ Fée 


(19) V = — e 
wie man beim Anblick von (16) sogleich erkennen wird. Vs ist 
eine Konstante, # bedeutet eine Zahl, die nach den vorliegenden 
Merkurbeobachtungen in der Nähe von 2,7 liegt. Was besagt nun 
(19)? Für die Anziehung der beiden Massen »# und M ergibt (19): 


(20) de sn 2 ( es — 


Wir sehen, daf zu der von Newton beachteten Anziehung noch 
eine andere hinzugekommen ist, welche sich umgekehrt proportional 
mit »* ändert. Bei aller Einfachheit dieser Hypothese und trotz 
des Erfolges, den sie uns bot, muf sie doch zunächst willkürlich 
erscheinen. Da ist es von Wert, daB es einen Weg gibt, der von 
neueren Anschauungen der Physik so direkt zu den Formeln (19) 
und (20) führt, da diese erheblich an Wahrscheinlichkeït gewinnen. 
Ich erinnere an Wohlbekanntes. Erstens: Es ist môglich, in 
ganz ähnlicher Weise wie in der Elektrostatik die Wechselwirkung 
der Massen auch bei der Schwere durch Annahme einer Feld- 
energie zu erklären. Man kann dabei für diese eine Dichte 


(21) yen 


annehmen, wenn g die ,,Fallbeschleunigung‘ bedeutet. Bei dem 
gewôhnlichen Ausbau der Theorie wäre g gemäf dem Newton- 
schen Gravitationsgesetz zu berechnen. Im Falle der Elektrizität 
steht in der Formel, welcher (21) entspricht, rechts ein posi- 
tives Vorzeichen, hier, im Falle der Schwere, mu ein nega- 
tives Vorzeichen gewählt werden, weil gleichnamige Teilchen 
einander anziehen, nicht aber, wie bei Elektrizität, abstoBen. 
Eine negative Dichte der Energie im Felde erscheint als etwas 
Unsinniges, sobald man sich auf den Standpunkt stellt, da das 
Feld abgesehen, von der Energie unserer Formeln ,,leer‘“ ist, wie 
es À. Einstein voraussetzt. Eine negative Dichte der Energie ist 
aber ein durchaus sinnvoller Begriff, wenn man einen ,,Aether‘* 
annimmt, denn es erscheint dann selbstverständlich, daf der Aether 
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auch im unerregten Zustande schon eine Fülle von Energie enthält 
und also Energie abgeben kann. Diesen Gedanken habe ich selbst 
1894 näher ausgeführt!) und er spielt nach Zeitungsberichten auch 
in jener im Vorwort erwähnten Theorie der physikalischen Er- 
scheinungen eine grofe Rolle, welche W. Nernst neuerdings ver- 
folgt. In unserem Falle wäre bei Benutzung des Newtonschen 
Gesetzes wegen des Zentralkôrpers eine Energiedichte im Betrage 


2 EE 
2) Ÿ D 'HTS 
anzunehmen. — Zweitens: Das elektrodynamische Verhalten des 


Elektrons führt zu der Vorstellung, daf mit elektrodynamischer 
Energie , Trägheit verbunden ist. Die träge ,,Ruhemasse‘‘ er- 
scheint von gleicher GrüBenordnung wie E/c*, wenn Æ die elektro- 
dynamische Energie bei Ruhe bedeutet. So liegt es nahe, zu ver- 
muten, da im Allgemeinen Energieansammlung und Trägheit in 
Beziehung miteinander stehen. Diese Hypothese ist ja in der 
neueren Theorie der Relativität weitgehend verwertet worden. 
Wir wollen nun eine ähnliche Vorstellung benutzen, indem wir 
annehmen, daB die im Schwerefeld verteilte, durch (21) angezeigte, 
negative Energie gerade so wirkt, als ob dort eine schwere, d. h. 
in den Fernwirkungen der Gravitation sich äufernde Masse vor- 
handen wäre. Soll nun diese Masse positiv oder negativ in Rech- 
nung gesetzt werden? Man kônnte zunächst zweifelhaft sein, aber 
es scheint doch dem negativen Vorzeichen der Energie weit mehr 
angepañt, ein negatives Vorzeichen vorauszusetzen. Wir schreiben 
demgemäf für die Dichte der scheinbaren schweren Masse, 
welche der Gravitationsenergie des Feldes entspricht : 

D 1_p 


(#e) ee M are 


fie 


wobei p» eine gewisse Konstante bedeutet, für welche wir ein po- 
sitives Vorzeichen erwarten. Dann erhalten wir für das Feld 
in der Umgebung eines Zentralkôrpers (M), wenn (22) benutzt 
wird, also nur die Fernwirkung des Zentralkôrpers selbst berück- 
sichtigt wird, was für unsere Näherungsrechnung erlaubt ist: 


" px M? 
(e BE Gien 


1) E. Wiechert, ,Über die Bedeutung des Weltäthers“; Sitzungsberichte 
der physikalisch-‘konomischen Gesellschaft zu Künigsberg i. Pr., 35. Jahrg., 1894. 
Seite [4]—[11]. 
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Die hierdurch angezeigte schwere Masse wäre also in der Um- 
gebung des Zentralkôrpers anzunehmen. Für die zugehôrige schwere 
Masse innerhalb der Kugelfläche mit dem Radius », welche mit 
m' bezeichnet werden soll, ergibt sich nach (24): 


(25) Dm = —p+ ss — 


wobei œ' eine Konstante von der GrüBenordnung pxM°/2c°r ist, 
wenn ” den Radius des Zentralkôrpers bedeutet. Für die Inten- 
sität g der Schwere wäre danach in der Umgebung der Sonne die 
folgende Näherungsformel anzusetzen: 

My + _—- 2 
(26) J=,7 5 “SA 


r 


Unseren Annahmen entspricht es, »’ gegenüber I als eine kleine 
Korrektur zu betrachten, es darf also statt (26) mit gleicher Ge- 
nauigkeit auch geschrieben werden: 


sn p M 
7) sx r(te) 
wobeï 

(28) M'= M-9 


ist. In sehr grofien Entfernungen verschwindet der Einfluf des 
zweiten Gliedes in der Klammer auf der rechten Seite von (27), 
M' bedeutet also die schwere Masse, welche der Zen- 
tralkôrper nach seiner Wirksamkeit in sehr grofen 
Entfernungen scheinbar besitzt. Die Intensität X der 
Kraft, unter deren Einwirkung ein Planet sich um den Zentral- 
kôrper bewegt, die scheinbare Anziehung durch den Zentral- 
kôrper also, ist gemäB (27) gegeben durch: 


9) FAT Te in ( p xM | 


+ 2® r 

Dies ist praktisch dieselbe Formel, welche in $ 3 zur 
Erklärung der Perihelbewegung des Merkur ange- 
nommen wurde, denn der Unterschied zwischen (29) und der 
früheren Formel (20) besteht nur darin, daf A und M” vertauscht 
erscheinen, und kommt nicht merklich in Betracht. Der Vergleich 
von (20) und (29) zeigt, daf 

(30) p.= 4n 


zu setzen ist. 
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Zurückblickend gelangen wir zu folgendem Urteil: 

»Die Annahme des $ 3 über die Wechselwirkung zwischen 
Zentralkürper und Planeten, dargestellt durch die Formel (20), fliefit 
aus der folgenden Hypothese, welche eine Erweiterung 
der bisherigen Theorie der Gravitation darstellt: Der 
Felderregung der Gravitation, gekennzeichnet durch den Vektor g, 
welchen man ,,Fallbeschleunigung‘ zu nennen pflegt (und für 
welchen in der gewôhnlichen Theorie der Gravitation die Formeln 


(81) g — — grad ®, of 


angenommen werden), entspricht ihrerseits eine scheinbare nega- 
tive schwere Masse, welche im Felde räumlich verteilt ist. Für 
die (negative) Dichte dieser Masse ist: 


xdm 
r 


D 2 
(82) p= so 
zu setzen, wobei g die Intensität von g und p eine gewisse Zahl 
bedeutet. Zwischen den Zahlen p in (32) und n in (20) besteht 
die Beziechung p — 4n“. 

Das Endergebnis unserer Untersuchung wäre dann 
folgendes: 

Nimmt man an, daf die Perihelbewegung des Merkur einzig 
und allein veranlaft wird durch die folgenden beiden Umstände : 
1) durch die in $ 2 angenommene ÂAnderung der Trägheit infolge der 
Bewegung, welche den bekannten Schlüssen der neueren Elektro- 
dynamik entspricht und durch die Formel (1) dargestellt wird. 
2) Durch die Ânderung der Verteilung der Gravitation gemäB der 
eben dargelegten Hypothese, also entsprechend ‘der Annahme des 
$ 3, so ergibt sich für das Vorrücken des Perihels die Formel 
(17), in der n — p/4 zu setzen ist. Aus dem durch (14) darge- 
gestellten Beobachtungsergebnis für den Merkur folgt dann: 


(83) p = 107 +1,4. 


Für p ergibt sich also aus der Erfahrung wirklich ein 
positiver Wert, wie wir es aus theoretischen Gründen 
erwarteten. Es liegt einigermafen nahe — scheint aber nicht 
sicher geboten —, in p eine ganze Zahl zu vermuten; dann würde 
man zunächst wohl an 12 oder 10 zu denken haben. Auch 8 wäre 
allenfalls noch mit den Beobachtungen verträglich. 
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$ 5 Schlufbemerkung. Vergleich mit der Theorie 
von Einstein. 


Wollte man eine Ânderung der Trägheit gegenüber der An- 
nahme der klassischen Mechanik nicht gelten lassen, und als allei- 
nige Ursache die Perihelbewegung die durch (32) angezeigte schein- 
bare negative Masse im Gravitationsfeld der Sonne annehmen, s0 
würde sich für die Perihelbewegung die Formel: 

AUELÉ 

26° T°? (1 — c*) 

ergeben und es würde aus dem Beobachtungsresultat für den 
Merkur D,,,p" = 45"+5" folgen: 


(35) p = 127+14 ù 


Vergleicht man (35) mit (33), so wird klar, daf für die hier ent- 
wickelte Theorie die Hypothese des $ 2 über die Trägheit ohne 
wesentliche praktische Bedeutung ist. Es würde sich in der 
Tat praktisch kaum etwas ändern, wenn man sie ganz bei Seite 
lieBe. Schon diese Môglichkeit die dargelegte Theorie umzuformen, 
zeigt auf die Unsicherheïit hin, vor der man jetzt noch steht. Auch 
bieten sich recht wohl noch andere Wege, die Theorie auszubauen, 
als der in $ 4 angenommene. So kônnte man beachten, daf (20) 
sich auch dann ergibt, wenn man die Formel 


(36) 8 — mg 


zwischen dem Vektor der Kraft 8 und dem Vektor der Schwere 
g unter Benutzung des Potentials ® von g ersetzt durch 


(37) R — m (1 - _ a) : 


Hieran kônnte man die Vorstellung knüpfen, daf der Antrieb &, 
den eine Masse m im Schwerefeld g erfährt, nicht durch »#, sondern 


durch 
{ — ——— 
m (: 26 | 


bestimmt wird, also auBer von g und # auch vom Schwerepotential 
® an der betreffenden Stelle abhängt. Ferner kôünnte man ähn- 
liche Überlegungen, wie sie hier an die schwere Masse ange- 
schlossen wurden, statt dessen an die träge Masse anschliefen, 
in dem man für diese eine Abhängigkeit vom Schwerefeld annimmt. 
Zu bedenken ist weiter, daB die hier gebotenen einfachen Uber- 


(34 Dp = 
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legungen, welche von , Trägheit‘, ,potentielle Energie“, , Potential 
der Gravitation“, schwere Masse“ handeln, doch ganz gewif nichts 
Abschliefendes sein kôünnen. Es handelt sich vielmehr zweifellos 
nur um Ausblicke für die nächsten Schritte beim Ausbau der 
Theorie. Es müfte, wie es Einstein, Mie, Hilbert versuchen, 
von einem hüheren Gesichtspunkte ausgegangen werden, und eine 
allgemeinere Theorie der physikalischen Mechanik angestrebt 
werden. Ein solches Unternehmen liegt, wie im Vorwort ange- 
kündigt, nicht im Rahmen der hier gebotenen Arbeit. 

Nütig aber scheint es, auf das Verhältnis der hier gegebenen 
Versuche, die Perihelbewegung des Merkur zu erklären, mit der 
Eïinsteinschen Theorie hinzuweisen. Einstein‘) leitet aus seiner 
Theorie für die Planetenbewegung die Formel ab: 


d 
Fa 
dp 


Der Unterschied gegenüber der entsprechenden Formel der klassi- 
schen Mechanik wird durch das Glied «/r° rechts gegeben. « ist 
eine Konstante, welche in der Eïinsteinschen Theorie eine grund- 
legende Rolle spielt; nach unserer Bezeichnungsweïise stellt sie 
x/@ dar. Vergleicht man (38) mit (10), so erkennt man leicht 
den tief greifenden Unterschied der Theorien, denn in der Formel 
{19}-szäxd der für die Perihelbeziehung entscheidende Unterschied 
gegenüber der klassischen Mechanik durch ein Glied von der Form 
B/r° gegeben, wobei B eine Konstante ist. Der auf die Formel 
(10) folgende weitere Ausbau der Theorie, ändert nur den Wert 
von B, nicht die Form der Gleichung. Der Unterschied der Theorien 
tritt besonders eindrucksvoll hervor, wenn man die Näherungs- 
formeln vergleicht, welche in den beiden Theorien den Satz der 
lebendigen Kraft in sich schliefen. Die Näherungsformel der 
vorliegenden Theorie wird durch (16) gegeben. Nach Einstein 
dagegen lautet die entsprechende Formel, wenn unsere Bezeich- 
nungsweise verwertet wird: 


M, f1 
(39) Le (+5) DE Fe (t+ f }+c. 


CONTE 


1 1 1 
(38) = —-r+P=+Q+e. 


f bedeutet die doppelte Flächengeschwindigkeit, es kann daher hier 
für f?/r° auch geschrieben werden tv}, wo v,, wie früher die Kom- 
ponente der Geschwindigkeit des Planeten senkrecht zum Radius- 


1) A.a.0., S. 837. 
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vektor r bezeichnet. (39) geht dann über in: 

2 2 
(40) "(+5 = (+2) +9 
Das hier auf der rechten Seite auftretende Glied v;/c* ist der in 
den Paragraphen 2 und 8 entwickelten Theorie fremd. In der 
Einsteinschen Darstellung wird also der Weg zum Ausbau der 
Theorie, wenn man ihn von der Erfahrung aus betrachtet, offenbar 
in einer anderen Richtung gesucht, als in der hier gegebenen Dar- 
stellung. Trotz dieser Verschiedenheit der Wege, führt auch die 
Einsteinsche Theorie zu einer guten Darstellung der Erfahrung, 
denn sie liefert für die Perihelbewegung die Formel: 


Ax° à 
41 ED 
( ) D Samy) 
woraus folgt: D,,,p” = 6><7”,1 — 43”. Von neuem erkennen wir 


also, da für die theoretische Erklärung der Perihelbewegung des 
Merkur der Forschung vielerlei verschiedene Wege offenstehen. 


Nachträge. 


Vorgelegt in der Sitzung am 11. März 1916. 


1) Läft man sich von dem Gedanken leiten, unsere Theorie 
müsse die Perihelbewegung des Merkur, wie sie durch die vor- 
liegenden Beobachtungen angezeigt wird, in vollem Mafe erklären, 
so ergeben sich, wie in $ 4 und $ 5 dargelegt wurde, für p = 4n 
die Werte 10,7 + 1,4 oder 12,8 + 1,4, je nachdem man eine Ânde- 
rung der trägen Masse gemäf $ 1 annimmt oder nicht. Ich sprach 
in $ 4 die Meinung aus, da für p vielleicht, aber nicht sicher, 
eine ganze Zahl zu erwarten sei. Im Anschluf hieran môchte ich 
erwähnen, daB die Zahlen 10,7 und 12,7 die Annahme: 


(42) DNA T, (Rte 


einigermafien nahelegen. Wollte man sie wirklich machen, so 
würde sich für die Dichte w der scheinbaren negativen schweren 
Masse im Materie-freien Feld nach (32) ergeben: 


10e, 
(43) Hi Tai 


wobei g die Fallbeschleunigung wäre. Als zugehürige Feldglei- 
chungen der Schwerkraft wären für die Statik anzunehmen: 


LI 
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, FC 
(44) . g — —grad ®, divg — Eneor d 
Für die scheinbare Anziehung der Sonne ergäbe sich die Näherungs- 
formel : 


(5) LES mM' 2x xM' 
te} r° tite } 


Die durch (43), bezüglich (44), dargestellte Hypo- 
these wäre für sich allein genommen vôllig aus- 
reichend, die Perihelbewegung des Merkur zu er- 
klären, denn sie ergibt nach (34) für den Fortschritt des Perihels 
in 100 Jahren: 


(46) Door dl 20 


gegenüber dem Beobachtungswert 43” E 5”, Wollte man aufer der 
Hypothese (43) noch die durch die Elektrodynamik nahe gelegte 
Ânderung der Trägheit voraussetzen, wie sie durch die Formel 
(1) angezeigt wird, und wollte man weiter annehmen, da diese 
Ânderung nicht durch eine Ânderung der Schwerewirkung wettge - 
macht wird, so ergäbe sich nach (17): 


(47) Do —= (2x+1).7,1— 52", 


was mit den Beobachtungen wohl auch noch verträglich wäre, aber 
etwas weniger gut zusammenstimmt. 

2) Die theoretische Behandlung der Gravitation von Abraham 
führt zu einer ganz ähnlichen Formel!) wie (45), nämlich zu einer 
Formel, die in unserer Bezeichnungsweise so geschrieben werden 
kann: 

(48) KE = <+{- —) 


2e 


wobei À eine Konstante ist. Die Abweichung vom Newtonschen 
Gesetz ist hier von umgekehrtem Vorzeichen, wie in (45) und viel 
kleiner. Ein Beitrag zur Erklärung der beobachteten Perihelbe- 
wegung des Merkur wird also durch die Formel (48) nicht geboten. 

8) In der neueren Relativitätstheorie der Gravitation von 
Gunnar Nordstrôüm ergibt sich für die Bewegung eines Pla- 
neten die Gleichung ?): 


1) Max Abraham, ,Das Gravitationsfeld*. Physik. Zeïtschr. 13. Jahrg. 
1912, S. 793—797, Formel (15c). 

2) Gunnar Nordstrôm, ,Die Fallgesetze und Planetenbewegungen in 
der Relativitätstheorie“, Ann. d. Physik, Bd. 43, 1914, $S. 1101—1110, Formel (14). 
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Fan 
r 1 x? M° 1 
(49) # de = (1+ Fe ]+P+0, 


wobei P und Q Konstanten sind. Im Gegensatz zu der Einstein- 
schen Relativitätstheorie, welche zu (37) führt, liefert also die 
Nordstrômsche Theorie eine Formel, in welcher bei dem für die 
Perihelbewegung mafigebenden Gliede im Nenner die zweite Po- 
tenz von r steht. Das ist ebenso wie in den Darstellungen der 
vorliegenden Arbeit; aber doch besteht ein wesentlicher Unter- 
schied insofern, als das entscheidende Glied bei Nordstrôm ein 
umgekehrtes Vorzeichen hat. So ergibt denn die Nordstrômsche 
Theorie entgegen der Erfahrung eine rückläufige Bewegung des 
Perihels. Diese wird angezeigt durch: 


4 n° 


6 De = pe 


Es wäre demgemäf nach Nordstrôm für den Merkur 
Vies p" = = ÿ Là 
zu erwarten. 


4) In der Mieschen Theorie der Gravitation, welche ebenfalls 
wie die Einsteinsche und die Nordstrômsche Theorie auf dem Boden 
des Relativitätsprinzips steht, ,gilt sowohl das Gesetz von der 
Gleichheit der Wirkung und Gegenwirkung, als auch das New- 
tonsche Attraktionsgesetz“1). Die Anziehung X hängt aber von 
der Geschwindigkeit der Massen ab. Nehmen wir die Sonne als 
ruhend an, so wäre nach Mie zu schreiben *) 


= LV v° 
(51) RU Lx 


wo À eine Konstante ist. Da in dem kleinen Gliede der linken 
Seite in genügender Annäherung : 


È x M 
(52) VA RD THLLS PA) + const. 


gesetzt werden darf, kann für (51) in Annäherung geschrieben 
werden: 


1) G. Mie, Grundlagen einer Theorie der Materie, III, Ann. der Physik, 
Bd. 40, 1913, S. 1—66, Zitat von S. 41. 
2) A. à. O., Formeln 113 und 114. 
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(63) K= 4 (1- Lei 


r° rer 


ré 
C2 


worin À’ und C Konstante sind. Wir erkennen unsere Formel 
(20) wieder. Dabei ist aber hier # — —1/2, p — —2, auch die 


Miesche Theorie der Gravitation ist also nicht geeignet, die Perihel- 
bewegung des Merkur zu erklären. 


Quantenhypothese und Zeeman-Effekt. 
Von 
P. Debye. 
Vorgelegt in der Sitzung vom 8. Juni 1916. 


Nachdem durch die kurzen Andeutungen von P. Epstein!) 
und insbesondere durch die schüne Arbeit von K. Schwarzschild?) 
sichergestellt ist, daf die Verknüpfung von Quantentheorie und 
Bohrschem Modell eine Erklärung des Stark-Effekts liefert, sehen 
wir uns in Hinsicht auf den um Vieles älteren Zeeman-Effekt einer 
sehr unbefriedigenden Sachlage gegenübergestellt. Tatsächlich 
haben ja quasielastisch schwingende Elektronen als Energiequellen 
für die Serienlinien in den Bohrschen Ansätzen keinen Platz mehr 
und doch operieren alle bis jetzt erfolgreichen Theorien des 
Zeeman-Effekts von H. A. Lorentz bis W. Voigt mit diesem 
Bilde. Im Folgenden môüchte ich einige Überlegungen vorbringen, 
welche den Anschluf des Zeeman-Effekts an die Quantentheorie 
anbahnen sollen. 


$ 1. Die Grundlagen des Quantenansatzes. 


Zunächst wollen wir in diesem $ versuchen in engem An- 
schluB an Schwarzschild den Quantenansatz auf eine müglichst durch- 
sichtige Form zu bringen und von allen unnôütigen Zutaten zu be- 
freien. 

Zu Grunde gelegt sei ein ,bedingt periodisches“ System, so 
definiert wie das z. B. bei L. Charlier geschieht ?). 


1) Phys. Ztschr. 17, 1916. $S. 148. 
2) Sitz.-Ber, d. Berl. Akad. 1916, $S. 548. 
3) C. L. Charlier, Mechanik des Himmels; Leipzig 1902, S. 97. 
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Die Hamilton-Jacobi’sche Differentialgleichang für S sei also 
gelôst und man habe gefunden, daB S sich in der Form 


(1) A LD X Lt 


darstellen läft, wobei x,, x,...x, die Variabelen bedeuten und 
X, nur Funktion von x, X, nur Fuanktion von «,, u.s.w. sind. 

Das ist die erste Forderung, die an ein bedingt periodisches 
System gestellt wird. 

Die zweite Forderung lautet mathematisch eingekleidet: die 
Funktionen X erscheinen als Integrale, welche die Eigenschaft 
besitzen, das ihre obere Grenze eine periodische Funktion des In- 
tegralwertes ist. Ein Integral von der Form 


== 1h Vu? — 2° dx 


wäre ein einfaches Beispiel für ein solches Verhalten, da mit stetig 
zunehmendem X die obere Grenze x zwischen den Werten — a 
und +a hin- und herpendelt. Gleich von vornherein müge be- 
merkt werden (mit Rücksicht auf die Beschränkung, welche den 
Systemen durch die obigen Forderungen auferlegt werden), daf 
alle Systeme, auf welche bis jetzt die Quantentheorie angewendet 
wurde, bedingt periodische sind. 

Bekanntlich ist die Aufgabe die Bewegung des Systems zu 
finden durch (1) vüllig gelôst, wenn dieser Ausdruck so viele be- 
liebige Integrationskonstanten « enthält, als das System Freiheits- 
grade besitzt. Die Bewegungsgleichungen bekommt man, indem 
man nach jedem « partiell differenziert und das Resultat einer 
zweiten Reïhe beliebiger Konstanten 8 gleichsetzt, in der Form 


OS OS OS 
B, — 04, ? ÉTET N EE Bu — da 


nm 


für ein System von # Freiheitseæraden. Dabei ist die Anzahl 
Freiheitsgrade so definiert, daB einem linearen Osciilator z. B. ein 
Freiheitsgrad zuerkannt wird. 

In der Mechanik nun wird bewiesen, daB man die zu den 


Kéordimaten 7,,...2,,..7, gehorisen Impulse £,,...£,, ... £, be- 
kommt, indem $ partiell nach x differenziert wird, sodaf 
113195 nb 05 : WT 0Ss 
SA Ne onto 4 non deg 
_ In dem durch (1) dargestellten Falle wird also: 
ax, 4x, herdx, 
@ FÉrr a DT DRE ride, 
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oder anders ausgedrückt 


2) X=/f"Ede, …. x, /["Edr, … X,=/["Edx, 


Nach dieser Bemerkung ist die Einführung der Quantenhypothese 
in Analogie mit dem bei einem System von einem Freiheitsgrad 
befürworteten Verfahren unmittelbar môglich. 

In diesem Spezialfalle nämlich hat man in der Koordinaten- 
Impuls-Ebene die Bahnkurve zu zeichnen, welche hier durch den 
Energiesatz ohne weiteres gegeben ist. Die quantentheoretisch 
môglichen Bahnen sollen dann diejenigen sein, deren Flächeninhalt 
ein ganzzahliges Vielfaches von À ist. Da aber dieser Flächen- 
inbalt durch das Integral 


J € dx 


dargestellt wird, so sieht man, daf die Analogie konsequent durch- 
geführt wird, wenn wir von jedem der Integrale (2’) verlangen, 
da es einem ganzzahligen Vielfachen von L gleichzusetzen ist, um 
die Quantenbahnen zu definieren!). Dem Umstande entsprechend, 
daf beim einfachen System die Integration über die geschlos- 
sene Bahnkurve zu erstrecken ist, wird man dabei im allgemeinen 
Falle zu verlangen haben, daB jedes der Integrale von (2) über 
eine ganze Periode zu nehmen ist. 

So kommt man zusammenfassend zu folgender Formulierung 
des Quantenansatzes : 

Hat man für ein bedingt periodisches System bei 
Einführung passend gewählter Variabelen die Haupt- 
funktion in der Form 


(8) S= X,+...+X;+...+X,— at 


bestimmt, dann sind quantentheoretisch nur solche 
Bewegungen môglich für die 


(4) A NE re he 
wobei X°,... X°,... X, die Werte bedeuten, welche die 
Funktionen X,,... X;,... X, aus (4) annehmen, wenn die 


Integration über eine ganze Periode erstreckt wird 
und #,,...M,,... M, ganze Zahlen sind. 


In dieser Form wollen wir das Prinzip im Folgenden ver- 
wenden. Dabei stellen wir uns insofern auf einen anderen Stand- 


1) Vgl. für die Formulierung bei einem System von einem Freiheitsgrad 
P. Debye in ,Vorträge über die kinetische Theorie der Materie“, Teubner 1913, 
S, 27. 
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punkt als Schwarzschild, als wir vüllig absehen von einer nach- 
träglichen Untersuchung ob zwischen den Perioden, welche in 
den Bewegungsgleichungen auftreten (die man durch Differen- 
tiation nach den Konstanten « erhält), lineare Nullbeziehungen 
mit ganzzahligen Koëffizienten bestehen. Damit kommt die z. B. 
beim Resonator aus der Berücksichtigung jener Relationen fol- 
gende Trennung eines Resonators mit mathematisch gleichen Fre- 
quenzen von einem solchen mit beliebig wenig von einander ver- 
schiedenen von selbst in Wegfall. 


$ 2. Die partielle Differentialgleichung für die Haupt- 
funktion bei Anwesenheit eines Magnetfeldes. 


Wir denken uns einen Kern von der Ladung E, um den ein 
Elektron von der Ladung « sich bewegt, während zu gleicher Zeit 
in der 2-Richtung eines rechtwinkeligen x, y, z-Koordinatensystems 
das homogene Magnetfeld von der Stärke H wirkt. 

Eine erste Schwierigkeit tritt dadurch in Erscheinung, daf 
das Vorhandensein des Magnetfeldes zur Folge hat, daf das Pro- 
blem zunächst aus dem Rahmen der gewüôhnlichen mechanischen 
Probleme hinaustritt. Tatsächlich ist die Hamilton’sche Funktion 
jetzt nicht wie gewôbnlich gleich der Differenz von kinetischer 
und potentieller Energie: T — U. Man überzeugt sich aber leicht, 
daB das Hamilton’sche Variationsprinzip zu den richtigen Bewe- 
gungsgleichungen führt, wenn zu 7°— U noch das skalare Produkt 


3 &lrv) 


ergänzend hinzugefügt wird, wobei $ die magnetische Feldstärke, 
r den als Vektor aufgefaften Fahrstrahl von irgend einem Auf- 
punkt aus zum Elektron hingezogen, v die Geschwindigkeiït des 
Elektrons und c die Lichtgeschwindigkeit bedeutet. Danach wird 
also im vorliegenden Falle die Lagrangesche Funktion 


(5) LT U+ ST (aÿ — y) 
€ 
Man zeigt nun mittels der aus der Mechanik bekannten Überle- 
gungen, da man an Stelle des Hamilton’schen Variationsprinzips 
of Ldt = 0 


auch hier zu einer partiellen Differentialgleichung für die Haupt- 
funktion 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1916. Heft 1. 10 
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14 
SE frà 
bo 


(als Funktion von #, Anfangslagen” und Endlagen des Systems) 
kommen kann. Es ergibt sich die Gleichung 


OAI ED x 
(6) A 


die dadurch zu einer partiellen Differentialgleichung für 


S — S(x, Y, à, t) 
wird, daf man die Beziehungen 
de men 
si GR RO D GA A Le 


benutzt, um à, ÿ, z durch die partiellen Differentialquotienten von 
S zu ersetzen. Setzt man die kinetische Energie 


T= LG+ÿ+2) 


wobei w die Masse des Elektrons ist, dann wird (6): | 


ôS . 1 (/OSÙ®  /aS\- /oS\ 

nes era le lle 
Hindi CE io Nu ee Den 
Dr CE mr CRE AR 


da nach (7) die Beziehungen bestehen: 


fa geiae JS 

| 27 7 x! 

7 Pt eue 
(7) +R Si, 
ar 1224 

SA F7 


Bei Einfübrung von Polarkoordinaten r, #, g und nach Einsetzen 


des Wertes = für U, kommt statt (6'): 


a je DRE | CD \ 191 T0) ji ôS\° 
@®) ot 25 2 2 Fr) + r° Ge) + -cirs Li 
De POUR ARE 0, 
Ôm 2 r 
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wenn wir die Grüfe Due V02 der Dimension einer Me Es 


digkeit abkürzend mit w bezeichnen. 

Gelingt es diese Differentialgleichung in der in $ 1 bespro- 
chenen Form zu lüsen, dann halten wir uns für berechtigt auf 
diese Lüsung den am Ende desselben $ formulierten Quantenansatz 
zur Auswahl der wirklichen physikalischen Bewegungen bei An- 
wesenheit eines Magnetfeldes anzuwenden. 

So kommt ein Vorteil der obigen Formulierung gleich zur 
Geltung, der darin besteht, daf der Ansatz nicht auf rein mecha- 
nische Systeme beschränkt ist, sondern stets dann anwendbar ist, 
wenn die Lüsung des Problems auf die Diskussion einer Hamilton- 
Jacobïschen partiellen Differentialgleichung zurückführbar ist. 
Diese Forderung aber ist stets dann erfüllt, wenn die Bewegungs- 
gleichungen aus einem Hamilton’schen Variationsprinzip gefolgert 
werden kônnen. 


$ 3. Darstellung der Hauptfunktion. 


Zunächst bemerken wir, daB es wegen der Kleinheit des 
Zeeman-Effektes offenbar môglich ist, das Glied mit æ° in (8) 
zu vernachlässigen. Allerdings würden, wie man leicht im An- 
schluf an das Folgende überlegt, Beobachtungen über zusätzliche 
Wirkungen proportional H° von besonderer Bedeutung für die 
Prüfung der Grundlagen sein. Wenn nun auch das einzige auf 


das Magnetfeld bezügliche Glied sich auf -a$ reduziert hat, so 
ist doch nur eine Zerlegung von $ in eine Summe von Funktionen 
der Einzelvariabelen nicht ohne weiteres môglich. Macht man 


aber die Substitution 


Do Le 
Ro oT, 

(9) Eee 
gp — p+ot, 


dann kommt statt (8): 


co ir) 00 mel 71057) 1 Dole. 
QU de, Ur) My Ce FF sin 9 pa + 7 0 
und diese Gleichung läBt eine solche Zerlegung ohne weiteres zu. 
Tatsächlich ist (8”) genau die bekannte Hamilton-Jacobische Diffe- 
rentialgleichung für die Elektronenbewegung ohne Magnetfeld; die 
Substitution (9) beweist somit nur aufs Neue die bekannte Tat- 
sache, daB die Wirkung eines Magnetfeldes in erster Näherung be- 
I0S 
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steht aus dem Hinzufügen einer Rotation der Winkelgeschwin- 
digkeit — © um die nn als Axe. 
Setzt man nunmehr. 


(10) S — R'+@'+®D— ait", 
wobei ZÀ' nur von 7’, @' nur von #9’ und ®’ nur von y’ abhängt, 
dann folgen für diese Funktionen die Gleichungen: 


/ ANS ! 
(D) + uEr Quart = — af 
11 sin” 9” sd — a sin 9" — — a} 
dd 2 3 9 


Die GrôBen «!, «!, «, bedeuten die drei nôtigen, willkürlichen Inte- 
grationskonstanten. 
Die Gleichungen (11) lôsen sich ohne weiïteres und ergeben: 


R' — D Van, r''— QuesEr'— a}, 
(12) Less "_d®" RÉAETETNTE 

9 — SA Va! sin’ 9" — «}, 

Dr a, fdg”’. 


Die Bewegung ist bedingt periodisch im Sinne der Ausführungen in $1. 
Der Zentralabstand 7’ kann sich nur zwischen zwei, zu den beiden Null- 
werten des in À’ unter der Wurzel vorkommenden quadratischen Aus- 
drucks gehôürigen a bewegen, Le Polabstand 2 liegt eben- 


falls zwischen arcsin —* und x —arcsin ” , nur der Winkel ® ist 
formal nicht aa Tatsächlich aber ist die Begrenzung auf 
das Intervall 0 — 2x gegeben, da ja die Lagen œ und p+2x phy- 
sikalisch gleichwertig sind. 

Kehren wir jetzt zu unsren ursprünglichen Variabelen r, #, œ 
mittels (9) zurück und nennen die statt À”, @', ®’ auftretenden 
Funktionen nun À, ®@, ®, dann wird 
(13) S = R+O+D—(a —aw)t, 
wobei 


Ie ka au r° — 2ueEr Lo 
(131) 


n° 9 — a}, 
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Mit Rücksicht auf das Folgende fassen wir schlieflich noch die 
Integrationskonstanten anders zusammen und zwar sei gesetzt: 


&, —= | — Qu, 
à —= 

CE: A 
dann wird 
(14) S—= R+O+D—u,t, 
wobei 
9 jo f-$ vases, 

| ®— «, fa. 


$ 4 Der Quantenansatz und seine unmittelbaren Folgen. 


Nach der in $ 1 gegebenen Vorschrift haben wir R°, @°, ®° 
zu bestimmen, d.h. diejenigen Werte der in (14) vorkommenden 
Integrale zu berechnen für den Fall, daf dieselben über eine 
ganze Periode erstreckt werden. 

Schreibt man 


T2 
RH ren)f V-G-r6 Tr). 


wobei r, und r, die Wurzeln der quadratischen Gleichung 


aie &Æ Se a Le 
d, +ou, 2u (CA 3 œû,) 


0 


bedeuten, dann wird 


Fe 2 (a, + œc,) a #] 
Aie 2(@, sol 14 et Lords de 
LP £&E 2( ro 
LE 2(a, + ox,) h+Vi+ us E° ; 


Nach bekannten Formeln wird andererseits 


Pvc = [ver 


sodaB für 2? der Wert resultiert: 
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18 DRE ENS | 
(15) R° — 2x | Nr ef 
Ebenso findet man für + 


Ÿ = T— aresin ag 
ET Va sin? # — 0 


= artsin Es sin Ÿ 
den Wert 
(15”) @ — 2x (a, + à,), 
während 
5”) D — 27xa, 
wird. 


Nach $ 1 lauten also die Quantenbedingungen 


Var 
Ia tas) 107 


k 
(16) += MS 
h 

EG = MD 


Für die weitere Verwertung dieser Ansätze ist die Kenntnis der 
Energie notwendig, welche zu der entsprechenden Bewegung ge- 
bôrt. Nun beweist man aber auch an unsrer Funktion S, ebenso 
wie in der gewübnlichen Mechanik, daB wenn $S in der Form 


= f—-a,t 


dargestellt ist, wobei f nur Funktion der Lagenkoordinaten ist, 
die Integrationskonstante «, gleich der gesuchten Energie ist. Die 
Berechnung derselben läuft also darauf hinaus, aus den drei Glei- 
chungen (16) die GrôBen «, und «, zu eliminieren. Führt man 
das aus, dann ergibt sich 


(17) NME L 
: k° (mn, +m,—m,) 


@ 
+m,h Dr 


$ 5. Die nach dem Quantenansatz môglichen Frequenzen. 


Betrachtet man den Ubergang von einer durch die drei ganzen 
Zahlen m,, m,, m, charakterisierten Bahn zu einer anderen, welche 
durch m;, m;, m, charakterisiert sein müge und setzt nach Bohr 
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zur Bestimmung der ausgesandten Schwingungszahl » für die Dif- 
ferenz dieser Energieen kv, dann erhält man 


CURE agir ei) 1 | 1 | : 


k° En, +m,=m). (mi +m—m!) 


+ (ms — 1m) Ce 
Zunächst ist es vorteilhaft die ganzen Zahlen ”,, »n,, m, durch 
andere zu ersetzen. Setzt man nämlich vorübergehend in (14'): 
œ@ — O (d. h. man geht zum feldlosen Fall über), dann folgen aus 
(14) und (14) nach allgemeinen Formeln für die zu # und o ge- 
hôrigen Impulse # und y die Werte 


Erile MOD ame 
MO 3 ; 
El CALE FRECE 
NC Vins 


Andererseits hat das Impulsmoment ® — ufrv] des kreisenden 
Elektrons in r, ®, -Richtung die Komponenten 


s _ 
Le sin ® ? Po 

da ja allgemein 

— 07 à 0] 

D7— Qur d: _ —— — ur sin°Ÿ 

5à [2 LL ôp u j? 

Für M? berechnet man also mit Rücksicht auf (19) 
Érne _p FD PET 
(20) M —= er D as. 


Nach (16) ist aber 


PEN M) De: 


soda wir nach (20) für das Impulsmoment senkrecht zur Ebene 
der Planetenbewegung den Wert finden 


(21) Pè — à, — (m,—Mm,)5—- : 


Mit Rücksicht auf die physikalische Bedeutung von Y führen 
wir an Stelle von »,, m,, m, neue ganze Zahlen »,, #,, n, ein durch 
den Ansatz: 


(22) N, = My — My) 


An me 
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Die Formel für die ausgesandten Frequenzen wird dann 


_ QmusE[ 1 1 n ® 
GR lo eme 


Das erste Glied der Formel entspricht nun sowohl in seinem 
Bau wie auch in seiner Bedeutung genau dem Resultat der 
Sommerfeldschen Überlegung'). In der Bahnebene sind alle durch 
die ganzen Zahlen », ihrer Exzentrizität nach charakterisierten 
Ellipsen mit allen durch die ganzen Zahlen », charakterisierten 
Flächengeschwindigkeiten verknüpft, müglich. Das erste Glied 
entspricht also z. B. bei Wasserstoff, wo E — &« ist, allen Serien, 
von denen die Balmer’sche ein Spezialfall (x, +n, — 2) ist. 

Zu diesen Linien kommen nun durch die Wirkung des Magnet- 
feldes neue hinzu, welche aus den unbeeinfluf$ten durch Verschie- 
bungen hervorgehen, welche ganzzahligen Vielfachen von de 
gleich sind. 

Die Frequenz 

0. a t#h 

2x  Anuc 
entspricht aber genau der normalen Aufspaltung beim Zeeman- 
Effekt. Derselbe erscheint also hier als Folge des allzemeinen 
Quantenansatzes in richtiger GrôBe. Das gewôhnliche Triplet ent- 
steht, wenn man für #, und »#} nur die kleinsten ganzen Zahlen 
O und 1 zuläfit. Da weiterhin », und »; gänzlich unabhängig von 
der Wahl bezüglich n,, n,, n! und #} sind, so kann man (23) dahin 
deuten, daB der Zeeman-Effekt für alle Serienglieder denselben 
Wert hat. 

Wenn ich nun das Obige zu Gunsten der Quantenüberlegungen 
buche, so mu ich andererseits hervorheben, da die Theorie nicht 
vorhersehen läBt, warum man sich auf die Zahlen 0, 1 zu be- 
schränken hat, wie es doch allem Anschein nach in Wirklichkeit 
der Fall ist. Auch bleiben hier, ebenso wie beim Stark - Effekt, 
die Polarisationsverhältnisse zunächst unberücksichtigt. Zwar würde 
es nicht schwer fallen dieselben nachträglich an Hand der Beob- 
achtung mit den geometrischen Eigenschaften der stattfindenden 
Elektronenbewegung zu verknüpfen. Aber das ist meines Er- 
achtens nur ein Notbehelf. Es scheint, daB ein wesentlicher Fort- 
schritt hier nur zu erreichen ist, indem man für den zweiten 


1) Kgl. Bayer. Akad. d. Wiss. 1915, S. 4925. 
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Bohr’schen Ansatz hv — KEnergiedifferenz einen detaillierteren 
Ersatz substituiert, was ja so wie so auf diesem Gebiete als vorder- 
hand ungelôste Aufgabe an der Spitze steht. 

Trotzdem scheint mir auch beim Zeeman-Effekt die an das 
Bohr’sche Modell quantentheoretisch anknüpfende Überlegung den 
Vorzug zu verdienen, weil es nur so gelingt gleichzeitig Zeeman- 
Effekt und Serienformel mit einander ursächlich zu verknüpfen. 


Gôttingen, Phys. Institut, 2. Juni 1916. 


Das ideale Gas als bedingt periodisches System im 
Sinne der Quantentheorie. 


Von 
P. Scherrer. 
Vorgelegt in der Sitzung am 8. Juli 1916 von P. Debye. 


In der statistischen Entropiedefinition, wie sie z. B. durch die 
Boltzmannsche Beziehung 


S = klogW 


gegeben ist, bleibt, wie auch in der klassischen Thermodynamik, 
die Entropie S hinsichtlich einer additiven Konstanten unbestimmt. 
Die Fixierung dieser Konstanten geschieht in der Thermodynamik 
durch das Nernstsche Theorem, in der Statistik durch die KEin- 
teilung des Phasenraumes in Elementargebiete bestimmter, end- 
licher GrôBe. Wie diese Einteilung des Phasenraumes vorzu- 
nehmen ist, darüber gibt die Statistik selbst keine Auskunft. Sie 
benutzt diesen mathematischen Kunstgriff nur, um für die Wahr- 
scheinlichkeit W jedes Zustandes des physikalischen Systems eine 
bestimmte Zahl angeben zu kônnen. 


Es ist für die Quantentheorie charakteristisch, da sie (wie 
sie auch formuliert sein mag) zu einer ganz bestimmten Einteilung 
des Phasenraumes und damit zu einer genau festgelegten Entropie- 
konstanten führt. 


Für das ideale Gas sind verschiedentlich Quantenansätze ge- 
macht worden, so in den Arbeiten von H. Tetrode’), O. Sackur ?), 


1) H. Tetrode, Ann. der Physik, 38, p. 434, 1912. 
2) O. Sackur, Ann. der Phys. 40, p. 67, 1918. 
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W. H. Keesom'), W. Lenz?), jedoch liegt denselben keine um- 
fassende Formulierung der Quantenhypothese zu Grunde. Es ist 
daher nicht ohne Interesse, die von K. Schwarzschild *) gegebene, 
von P. Debye“) besonders elegant formulierte, umfassende k-Hypo- 
these auf den Fall des idealen Gases anzuwenden. Es ist sehr 
befriedigend, zu sehen, daf genau dieselben Gesichtspunkte, die 
zum Verständnis der spezifischen Wärme, der Serienspektren, des 
Stark- und Zeeman-Effektes führen, vôllig zwanglos auch die 
Berechnung der chemischen Konstanten des idealen Gases gestatten. 


Damit der Quantenansatz für das ideale Gas môglich sei, 
muf das Gas als ,bedingt periodisches System“ aufgefaft werden 
kônnen. Dies ist nun wirklich der Fall Wir denken uns das 
Gas, das wir uns der Einfachheit halber einatomig vorstellen 
wollen, eingeschlossen in einen Würfel von der Kantenlänge a, 
und nehmen drei von einer Ecke ausgehende Kanten als Axen 
eines rechtwinkligen Koordinatensystems. Die Koordinaten des 
ersten Moleküls nennen wir 9, q, 4, diejenigen des zweiten gq, q, 4, 
usw., des AN q,4, Gex Gone Die zugehôrigen Impulse bezeichnen 
wir mit p,...p,, Die kinetische Energie des Gases hat dann 
den Wert: 


(1) Tr 5) pi. 
(u — Masse des Moleküls). 


Die potentielle Energie eines Moleküls ist entsprechend dem 
idealen Gaszustand gleich Null, solange sich das Molekül nicht 
direkt an einer Wand des umschliefenden Würfels befindet. Die 
Reflexion des Moleküls an der GefäBwand kônnen wir formal da- 
durch darstellen, daB wir die potentielle Energie an den Würfel- 
flächen co werden lassen. Die potentielle Energie U(q, ...q:) 
des ganzen Systems hat demnach hier die Eigenschaft, sich zer- 
legen zu lassen in eine Summe von Funktionen, deren jede nur 
eine Koordinate enthält. 

3N 


@) U= X w() 


und definiert ist durch: 


1) W. H. Keesom, Phys. Z. 14, 665, 19183. 

2) H. Lenz, Vorträge über kinet. Th. d. Materie. Teubner 1914. 

3) K. Schwarzschild, Sitzungsber. d. Kgl. preuB. Akad. pag. 548, 1916. 
4) P. Debye, diese Zeitschrift, Sitzung vom 8. Juni 1916. 
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0109, = 
(2°) Er ME ps 0Z=9,Z a. 


Damit unser Gas ein bedingt periodisches System sei, muf 


die Hauptfunktion 
se 4» (T—U)dt 


für das System zerfallen in eine Summe von Funktionen, die je 
nur von einer Koordinate abhängen. Für die Hauptfunktion besteht 
die Hamilton-Jakobische ris huit 


os 
welche in unserm Fall [wegen (1) und (2)] lautet: 


CE 


Wir versuchen für s den Ansatz 


8N 
(4) SRE — dt+ 2, QU), 
LL 


wo @, nur von g, abhängen soll und «, in bekannter Weiïse die 
Gesamtenergie des Systems darstellt. Dadurch geht (3) über in 


ou [Emo] 


Diese Gleichung kann, weil die Lagekoordinaten g, von ein- 
ander unabhängig sind, nur bestehen, wenn die einzelnen Sum- 
manden Konstanten sind. Wir setzen: 


8Q, 
(6) Ci È =) +u,(g) = «;, = konst. 
Die «, sind ihrer physikalischen Bedeutung nach wesentlich 


positiv. Integrieren wir die Gleichung (6), so erhalten wir für 
die Hauptfunktion s: 


Re 3N 
(7) Ne 2, Qi 2. V2u (x; — u;) da 
LM — | M — 


Damit ist gezeigt, da8 s darstellbar ist durch eine Summe 
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von Funktionen je einer Koordinate, und daB das ideale Gas als 
bedingt periodisches System aufgefaft werden kann. 

Die Vorschrift der Quantentheorie lautet nun folgendermafen: 
Man erstrecke das unbestimmte Integral Q, über die ,der Lage- 
koordinate 9, eigentümliche Periode“ und setze den so erhaltenen 
Wert Q gleich einem ganzen Vielfachen des Planckschen Ele- 
mentarquantums h. 

In unserm Falle müssen wir die Lagekoordinate 9, laufen 
lassen von 0 über a nach O0 zurück; denn nur in diesem Gebiete 
ist die Wurzel + W2u(a;—u) reell Wir erhalten für das Im- 
pulsmoment, unter Berücksichtigung von (2): 


a 0 
Qi — l + Vau(a,;—u;) a+ [ — Vau(a,;+u;) da, 
0 a 


(8) x nes 
DR N 2H on: 
(m; ganz) 
Daraus berechnet sich die, auf die é*-Lagekoordinate ent- 
fallende Energie a, zu 


Lo /m;h \° 
(9) ne ii 2 1 


und es folgt für den Wert des it Impulsmoments 


. m.h 
) — : : 
(0) De 


Durch Gleichung (10) ist unter den zunächst stetig ange- 
nommenen Impulsen der Moleküle eine diskrete Auswahl getrofïen : 
Es künnen nur Impulse vorkommen, die ein ganzes Vielfaches von 
_. betragen. Durch diese Angabe sind wir nun in der Lage, die 
GrôüBe des Elementargebietes im 6 N dimensionalen Zustandsraum 
der q, und p, zu bestimmen. 


Betrachten wir zunächst eine beliebig herausgegriffene Q, — p;- 
Ebene, so wird diese von den, zufolge unseres Quantenansatzes 


: l 
ausgezeichneten, zur g,-Axe parallelen Geraden ?; — m,; _ durch- 


zogen. Von diesen Geraden haben aber nur die Stücke, die 
zwischen der p-Axo und der Geraden g, — « liegen, physikalische 
Bedeutung, und zwar sind alle Punkte eines solchen Stückes gleich 
wahrscheinlich. Dieser Einteïlung der g—yp-Ebene in Rechtecke 
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entspricht eine Einteilung des 6 N dimensionalen g —p-Raumes in 
»parallelepipedische“ D UE Er die begrenzt werden von 
den Ebenen: : 


Die Ausdehnung eines solchen (ebietes beträgt: 


RE 4 
«) ee) (5) 


Damit sind Form, Lage und Ausdehnung der Elementargebiete 
bestimmt, und wir künnen die thermodynamische Wahrscheinlich- 
keit für unser System angeben. Diese wird!) 


QauE) + °° ul 


07 

EE 

r'| ; Fe 

(12) 
= (8ruE) + q% 
En 3N 

N!h5" 
r' (1 ES 


Für die Entropie ergibt sich, falls wir mit V — a° das Volumen 
des Gases bezeichnen : 


S=dlog Mis NE logE + Nklog"+5, 


RU te (ES (5 | 


Die chemische Konstante a des Gases ?) erhält damit den Wert: 


a — aelog [a(°%t) | 


oder, falls wir mit 21 — uN das Atomgewicht des Gases bezeichnen: 


a [8zx\?.,? 3 
À — log Es I ]+3 M 


(13) 


— 12,18 + à log M. 


1) J. W. Gibbs, statistical Mech. pag. 6. 
2) Vergl. z. B. M. Planck, Thermodynamik, 3. Auf. p 274. 
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Der so bestimmte Wert weicht von den auf anderen Wegen 
erhaltenen Werten nur wenig ab. Für Hg, dem einzigen ein- 
atomigen Gas, bei dem «a einigermaBen genau bekannt ist, ergeben 
sich aus den verschiedenen Ansätzen folgende Werte von _ in 
C.-G.-S.-Eimheiten: 


W. Lenz 14,88 C. G.S. | Auf Grund des Nernst- 
W. H. Keesom | 16,38 4 schen Wärmesatzes 
O. Sackur 17,03 » experimentell bestimmt 
H. Tetrode ni) 1 190 COS 
Verfasser 20,15 Æ 


Le) 


Auf die numerische Übereinstimmung ist indessen weniger 
Wert zu legen, als auf die Tatsache, daf hier die Quantelung 
nach einer von Willkür vôllig freien Methode vorgenommen wurde, 
die sich in andern, der Prüfung besser zugänglichen Fällen aus- 
gezeichnet bewährt hat. 


1) H. Tetrode benutzt den experimentellen Wert _ — 18,47 um die Aus- 


dehnung des Elementargebietes 6, die bei ihm eine zu bestimmende Unbekannte 
darstellt, zu berechnen. 


Güttingen, Physik. Inst. der Universität, 8. Juli 1916. 
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À art 1 ac 
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Nachrichten von der Kgl. Ges. d. Wiss, zu Gôttingen, math.-phys. KI. 1916, Heît 1 
(Debye und Scherrer), 
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Vergleichsspektrum 
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Bromwasserstoff 


Chlorwasserstoff 
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Nachrichten von der Kel. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gôttingen. 
Math.-phys. Klasse 1916, Heft 1 (Coehn und Sttickardt). 
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Die Feinstruktur wasserstoffähnlicher Spektren. 


Von 
P. Debye. 


Vorgelegt in der Sitzung am 24. Juni 1916. 


Von Bohr rübrt ein erster Versuch her die Veränderlichkeit 
der Elektronenmasse nutzbar zu machen bei der Erklärung der 
Struktur der Wasserstofflinien. Indessen ist es aber erst Sommer- 
feld') kürzlich gelungen, eine weitgehende und befriedigende 
Theorie zu entwerfen, welche jenen Einfluf voll zur Geltung bringt. 

Die Quantenansätze, welche Sommerfeld benutzt, sind nicht 
so durchsichtig, wie man das wünschen môüchte. Andererseits 
gelingt es im Anschluf an die Schwarzschildsche Berechnung des 
Stark-Effektes ein Verfahren zu formulieren, das sehr allgemein 
ist und sehr wenig Willkür enthält. Es liegt nahe zu versuchen, 
zu welchen Resultaten das letztere Verfahren unter Einführung 
einer veränderlichen Elektronenmasse fübrt. Über einen solchen 
Versuch müchte ich im Folgenden berichten. 

Es zeigt sich, daB es gelingt, eine geschlossene Formel für die 
Serienfrequenzen, auch unter Mitberücksichtigung der Veränder- 
lichkeit der Elektronenmasse zu erhalten. Dieselbe ergibt ohne 
weiteres quantitativ richtige Resultate z. B. bezüglich des Abstandes 
der H,-Komponenten und damit nach Sommerfeld zugleich eine 
Berechnung beobachteter Linienabstände in den Rôntgenserien ?). 

Der Vorteil der hier angewandten Prinzipien liegt besonders 
in der Zwangläufigkeit der darauf aufgebauten Rechnung. 


1) Kgl. Bayer. Akad. d. Wiss. 1915, S. 425. 
2) Sommerfeld, dem ich dieses Resultat mitteilte, schreibt mir in einem 
_ Briefe vom 21. Juni, daB er inzwischen auch die geschlossene Formel gefunden 
habe unter Anwendung der nach dem Zusatz zu seiner Arbeit, loc. cit. S. 498 ab- 
geänderten Qantenforderung. 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten. Math.-phys. KI. 1916. Heft 2. 11 
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Auch die notwendige Rechenarbeit ist übrigens auf ein Mindestmaf 
zurückgeführt; sie geht nicht über das Ma hinaus, welches man 
bei angenommener Konstanz der Elektronenmasse aufzuwenden hat. 


$ 1. Die Differentialgleichung für die Hauptfunktion. 
Bekanntlich ist es müglich, die Bewegungsgleichungen für das 
Elektron mit veränderlicher Masse aus einem Hamiltonschen Prinzip 


k 
of Does 
k 


abzuleiten !),, wenn man die Lagrangesche Funktion Z definiert 
durch die Gleichung : 


(1) HR lea )-v. 


Dabei ist uw die Ruhmasse und v die (eschwindigkeit des 
Elektrons, U ist seine potentielle Energie, während c die Lächt- 
geschwindigkeit bedeutet. 

Immer dann aber, wenn ein solches Hamiltonsches Prinzip 
besteht, kann die Frage auch gelôst werden mittels einer Hamilton- 
Jacobischen partiellen Differentialgleichung für die Hauptfunktion 


t 
D — L di, 
bo 
wobei $ in bekannter Weise als Funktion der Koordinatenwerte 


von Anfangslagen und Endlagen des Systems, sowie der Zeit zu 
betrachten ist. Für S findet man in üblicher Weise die Gleichung: 


OSRSEROS 
2) ne 
wobei x,... die Koordinaten, %, ... die zugehôrigen Geschwindig- 
keiten ie ... bedeuten. Die Beziehung (2) wird zu der gesuchten 
Differentialgleichung durch Hinzunahme der Gleichungen: 
08 oL 
(3) FE — "ox ? ….... , 


welché dazu dienen, in (1) die Geschwindigkeiten zu ersetzen 
durch die partiellen Differentialquotienten der Hauptfunktion S 
nach den Koordinaten. 


1) Vel. z.B. H. A. Lorentz in , Das Relativitätsprinzip“, Teubner 1913, S. 83. 
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Im speziellen vorliegenden Falle erhält man, wenn zunächst 
rechtwinkelige Koordinaten x, y, 2 eingeführt werden um die Lage 
des Elektrons zu bestimmen, mit Rücksicht auf (3) aus (1): 


08 OS vor SOC" Sal, 
BA doté = ge da té a 


RD 


wenn man 
v? — L+ÿ+é 
setzt. 
Die linke Seite von (2) wird also: 


(os) 


: 1 
(4 FT Frac 
RAM 
el 


Andererseits folgt aus (3) und (1) 


168 _  àle 

Le OR FLAT 
Vi 

Laden : yle 

ue Oy V w | 
LERE 


1 0o$ ëlc 
C 02 FRERE 0) 
uG 07 V 1 À. D 
€ 
und hieraus durch Quadrieren und Addieren: 
Dee Ml 0S\* , [9S\ el 
APDE A AU (Ge) +) Tee } 


Mittels dieser letzten Gleichung kann man die in (4) vor- 
kommende ,kinetische Energie“ des Elektrons 


4 'euk uit 
hr) 


in den Differentialquotienten von S ausdrücken und erhält so die 


gesuchte Hamilton-Jacobische Differentialgleichang in der Form: 
RES 
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OS «( Q | E 
(8) Fe HU Vite +U = 0, 
wobei Q eine Abkürzung ist für den quadratischen Differential- 
ausdruck : 
S 1. *OSNS , [ONU JOB) 
@) a A RE 


Ist eine Lüsung $S dieser Differentialgleichung (5) gefunden 
mit so vielen Integrationskonstanten, als das System Freiheits- 
grade besitzt, dann ist damit in bekannter Weise die Bewegung 
des Elektrons vüllig bestimmt. 


$ 2. Die Lôsung der Hamilton-Jacobischen Differential- 
gleichung. 

Um den Kern von der Ladung E bewegen sich das Elektron 
mit der Ladung &. Da, wie die Rechnungen im früheren Falle 
zeigen, keine neue Besonderheiten auftreten, wenn man das Be- 
liebige der Lage der Elektronenbahn im Raume durch Beïbehaltung 
dreier Koordinaten mit berücksichtigt, führen wir in der Bahn- 
ebene Polarkoordinaten r, o ein. Dann wird 


o 2 fr 


und 


RER 


Li 
Setzt man nun in (5) 


S — V— «,i, 
wobei V nur von > und  abhängt, dann nimmt jene Gleichung 


folgende Gestalt an: 


| RU AO EN CU 
2 _— PR 
| ue 14e 1)+ = à 


(7) | mit 
O PAUSE LT JO 
| = ()+ 
Man berechne nun zunächst aus der ersten Gleichung (7) den 
Differentialausdruck Q selbst. Dafür erhält man 


M trispnte fete) 
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Die rechte Seite dieser Gleichung ist nur von der Koordinate 
r abhängig, wir bezeichnen dieselbe vorüibergehend mit 9, dann 
kommt statt (8): 

GA RAA AS 

: eee 

Diese Gleichung aber kann sofort gelôst werden, indem man 
den Ansatz macht 

V— R+a,, 

wobei À nur von 7 abhäñgt und «, eine neue Integrationskonstante 
bedeutet. Tut man das, dann mu À der Gleichung : 


genügen und ergibt sich also zu 
R= [Vre-x 


Das endgültige Resultat lautet demnach: 


(10) S — [+ Feat, [dpt 


mit der Abkürzung 


; JEAN 
(10) F al a | 
MA er ils 


Aus dieser Darstellung sieht man sofort, daf der Bewegung 
des Elektrons auch jetzt die Eigenschaften einer bedingt peri- 
odischen zukommen. Der in der Notiz über die Zeeman-Aufspaltung 
auseinandergesetzte Weg zur Einführung der Quanten ist demnach 
ohne weiteres anwendbar. . 


$ 3 Der Quantenansatz. 


Nach dem zu Grunde gelegten allgemeinen Prinzip lauten 
die Gleichungen für die Quantenauswahl : 


(ED) Ds AL a, ap = M,h. 
REA 0 


Dabeï ist » das Wirkungsquantum, », und », sind ganze Zahlen. 
Der an die Integrale angehängte Kreis soll bedeuten, daf die- 
selben in Übereinstimmung mit der Vorschrift über eine ganze 
Periode zu erstrecken sind. 
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Beachtet man den Ausdruck (10') für 9, dann sieht man, daf 
unter dem Wurzelzeichen im ersten der Integrale (11) eine qua- 
dratische Funktion von r auftritt. Das ist auch bei der ge- 
wühnlichen Planetenbahnberechnung der Fall, wo die Masse als 
konstant angesehen wird. Von dort künnen wir also alles ohne 
weiteres übertragen, wenn nur den Konstanten eine andere Be- 
deutung beigelegt wird. | 

paf 25) 


Explicite wird: 
für das erste a in (11) nach r kônnen wir also schreiïben: 


PT Fe Zu Hi) 


r'o—u —= 2ua, (+ )r-2ueE(1+ À 


(12) 
ET ie EN 2 | 
dr E+ “I Ca ae 
es 2ua, CA 
a Tr me D: 2 uc° 


wobei r, und r, die kleinere und die grôfere Wurzel des in der 
eckigen Klammer stehenden quadratischen Ausdruckes in r be- 
deuten. Schreiben wir für letzteren 


dm DE Ce 


dann hat das gesuchte Integral die Form 
ME rent 
Ausgerechnet ergibt dasselbe: 
fe EG) = = af y ml 


Im vorliegenden Falle ist aber nach (12): 


a 
le 
r+tr, = . = 
Le S ne 
13 
a) &E 
Tr AUD 2 ct} C 
1/2 2ua, l'E a, 
2 pc? 
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da die Grüfen —(r,+7,) und r,r, die Koeffizienten des unter der 
Wurzel stehenden quadratischen Ausdrucks nach > bilden müssen. 
Fassen wir das Obige zusammen, dann erhalten wir schlieflich 


RÉ î RP 2e 

dr = ——> | us E D) &E |. 

jan MALE HU 1 œ, “a Vi-$E ë 
Fi 2 uc 


nach der allgemeinen Vorschrift muB dieser Ausdruck gleich einer 
ganzen Zahl », Mal dem Wirkungsquañtum sein. 

Der auf y bezügliche Sammand der Hauptfunktion erledigt sich 
sofort; man erhält dafür 


27 
a, [ dp = 2zxa,. 
0 


Dieser Wert ist gleich einer ganzen Zahl », Mal h zu setzen. 

Die Quantenvorschrift verlangt also schliefilich, da von allen 
zunächst môglichen Bahnen nur diejenigen wirklich vorkommen, 
für welche die Integrationskonstanten «, und «, durch die beiden 
Gleichungen 


bestimmt sind. 


$ 4 Die Serienformel. 


Aus der Form (10) der Hauptfunktion S folgt, wie in der ge- 
wôühnlichen Mechanik, daf «, die Gesamtenergie der Bewegung dar- 
stellt. Durch Elimination von «, in (14) erhält man zunächst: 


(=) 

ue E° HP AUE R" M: 

—2a, oi LA Mdr 7 
PTT 


wenn M eine Abkürzung ist für 


, 4xéE 
M — FU er 
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Wir setzen jetzt noch 


E = £e, 
dann ist z gleich der Zahl der elémentaren Kernladungen. Für 
2 2 
den unter der Wurzel vorkommenden Ausdruck ee kann 


dann geschrieben werden 


Ané&E a 2h 2 nues 
NES dut +: NUE Lie 
D 2a'ueE", 2 ) ; 
er Faktor PE ist aber die Rydbergsche Schwingungs- 
zahl, welche wir mit À bezeichnen wollen und welche den Wert 
1 


3,29 . 10° ses hat, entsprechend der gewühnlich angegebenen 
Wellenzahl 109675. Dann wird 


(15) M=m+\Vri-7 a 


und man sieht, wie die quantenmäfig bestimmte zur Rydbergschen 
Schwingungszahl R gehôrigen Energie kR in Wettbewerb tritt 


mit der für das Elektron charakteristischen Energie = 2. 


Auch die Bewegungsenergie —«, wollen wir mit sé ver- 


gleichen und dementsprechend das Verhältnis __ als gesucht 


ansehen. Dafür findet man dann die quadratische Gleichung : 


1 4—20,) 
1 RUE. UE ee 
(46) Crau) 12e — , 20R 

Rad) que HT 

Aufgelôst ergibt dieselbe 
(17) E m es : 2hR | 
æ# 2 
Vi + Mie 


Zeïichnet man nun eine Bewegung aus durch die ganzen Zahlen 
m,, m, und definiert dazu das zugehôrige M durch (15), während 
eine zweite Bewegung charakterisiert wird durch die ganzen 
Zahlen m}!, m,, resp. durch ein analog wie in (15) definiertes M, 
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dann liefert der zweite Bohrsche Ansatz für die ausgestrahlte 
Schwingungszahl », nach (17) sofort das Resultat 


Ÿ ho 14 
(18) ue VAE 2hR Vas 14 22R Se prie 
ue M u® M 
wobei also 
PANERhT 
M = mn Le ar 


(18") CURRENT RATES 
M' = mt + V/m'— AR 2”. 
uc 


Die Gleichungen (18) und (18’) stellen die genaue Serienformel 
dar mit Berücksichtigung der Veränderlichkeit der Elektronen- 
masse. 


$ 5. Entwicklung. Abstand der .-Komponenten. 


2hRR 7 

u® M 

Fällen genügt deshalb eine Entwicklung nach Potenzen derselben. 
In erster Näherung findet man 


ME 1 Ne 1 
SR (m+m) (mi +mi) 


Die Grôbe ist eine kleine Zahl: in den allermeisten 


(19) 


d. h. die der Balmerschen Serie entsprechenden Formel, wie sie 
bei Vernachlässigung der Veränderlichkeit der Elektronenmasse 
nach Sommerfeld geschrieben werden soll. 

In zweiter Näherung kommt 


ST 


RU (M EM) Non F uc (m,+m,) 
i 1 D'ART 1 
“ ep (2e mm) 
9 hR 1 ae 1 | 
ques uc | m,(m, +m,) m, (mi + mi) 


Die eckige Klammer allein ergibt ideelle Spektrallinien, welche 
den gewühnlichen Linien der Balmerschen Formel entsprechen, 
sofern zu ihrer Darstellung nur die Summen #”, +m, und mi +m, 
als ganze mafigebend sind, die allerdings aber durch die Wirkung 
der veränderlichen Elektronenmasse bei grôBeren Werten von z 
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gegenüber der nach der ersten Näherung (19) berechneten Lage 
merklich nach rot verschoben sind. Um diese ideelle Linien 
gruppieren sich die wirklichen Komponenten nach Mafigabe der 
in ”,+m, und mi+m, enthaltenen Zahlen », und »,, welche die 
Quantenzahlen des Impulsmomentes messen. 

Die Diskussion der Komponentengruppierung würde gegen- 
über den Sommerfeldschen Betrachtungen nichts Neues ergeben, 
sofern wir uns seiner erweiterten Einschränkung der zulässigen 
Zahlen m,, m! und »,, m\ anschlieSen. 

Die wesentlich interessante Frage ist die, ob der in (19) ent- 
haltene Zahlenfaktor 2 vor dem Gliede mit der geschweiften 
Klammer der Wirklichkeit entspricht. Das ist nun tatsächlich 
der Fall. Bei Æ,, d.h. 


= 1, m,+m, — 2, m+m —= 3, 


sind, sofern man sich auf positive Zahlen beschränkt 6 Kompo- 
nenten môglich. Von diesen scheidet Sommerfeld durch seine Ein- 
schränkung 2 aus, sodaf 4 übrig bleiben. Unter diesen 4 sind 
aber 2 besonders ausgezeichnet dadurch, daf bei ihrer Entstehung 
die der 7-Richtung zugehürigen Quantenzahlen unverändert bleiben. 
Eine Übersicht über die Müglichkeiten gibt die folgende Tabelle 


2—1;, 1—1|2—0; 12 
1—1;,2—1|1—0; 2—2 
0—1; 3—1 | 0—0; 3—2 


in der die auftretenden Quantenänderungen dargestellt sind. So 
stellt z. B. die erste Zahlenreihe 2— 1; 1— 1 eine Komponente 
dar, bei deren Aussendung die der r-Richtung zugehôrige Quanten- 
zahl von 2 auf 1 fällt, während die der w-Richtung zugehôürige 1 
erhalten bleibt. 

Die oben genannten ausgezeichneten Linien sind nun 


1—1; 2—1 und 0—0; 3 —2, 


explicite : 
Mas il Ant =, 2, Em il 
und 
MAN) res O0 SITE mit 2. 
Die Abstände von der ideellen ÆZ,-Linie sind nach (19°) 
0 hr Ë Fr ) 
ue \8 b4 
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= hER? ( Eng 1 | 
Due ET 81 
Setzt man 


h = 655.10, R — 3,29.10%, w — 0,901.10*, c— 3.10°, 


und 


dann ergibt sich ihr gegenseitiger Abstand Zv in Schwingungs- 
zahlen zu 
Av. —= 0,979 107. 


Andererseits folgt aus der mittleren Wellenlänge von XH, 
(6563 4°) und dem gemessenen Abstand von 0,14 4° die experi- 
mentelle Schwingungsstrahlendifferenz 


Av — 0,977. 10", 


resp. mit dem von anderen Beobachtern gefundenen Abstand 
0,132 À° statt 0,14 4°: 


Av — 0,920.10°. 


Die Übereinstimmung ist so gut, daB sie besonders mit Rück- 
sicht auf ihren von Sommerfeld hervorgehobenen Wert bei der 
Übertragung auf die Rüntgenspektren eine starke Stütze für die 
Richtigkeit der hier befürworteten allgemeinen Formulierung ab- 
gibt!). Man hat also offenbar den richtigen Quantenansatz für den 
allgemeinen Fall der bedingt periodischen Bewegungen erreicht, 
wesentlich im Sinne der von M. Planck geforderten ,Struktur des 
Phasenraums“ ?). 


1) Macht man den Versuch die Theorie des Zeeman-Effektes so wie in der 
Notiz vom 8. Juni durchzuführen, aber jetzt mit Berücksichtigung der Veränder- 
lichkeit der Elektronenmasse, dann zerfällt jede der Komponenten, soweit ich 
sehe, regulär ohne einen Taschen-Back-Effekt zu zeigen. Man versteht dieses 
Resultat, wenn man bedenkt, daB die Aussendung der einzelnen Komponenten 
bei zeitlich verschiedenen physikalischen Prozessen vor sich geht, eine Koppelung 
also von vornherein nicht zu erwarten ist. 

2) Vgl. z. B. die Zusammenfassung der Planckschen Forderungen und An- 
sätze: Ann. d. Phys. 50, 1916, S. 385. 


Gôttingen, Physik. Institut 23. Juni 1916. 


Über die Schmelzpunkte der Glieder homologer Reïhen. 


Von 
G. Tammann. 


Vorgelegt in der Sitzung am 22. Juli 1916. 


A. v. Baeyer') hat die Aufmerksamkeit auf das regelmäfige 
Hin- und Herschwanken der Schmelzpunkte in gewissen homologen 
Reïhen gelenkt. In der Reïhe aliphatischer normaler Monokarbon- 
säuren hat eine Säure mit gerader Zahl von Kohlenstoffatomen 
einen hôheren Schmelzpunkt als die ihr vorhergehende und die ibr 
folgende Säure mit ungerader Zahl von Kohlenstoffatomen. Diese 
Regel findet sich wieder in der Reïhe der aliphatischen Dikarbon- 
säuren und bei den ersten Gliedern der Amide und Anilide alipha- 
tischer Monokarbonsäuren. 

Dagegen ist in anderen homologen Reïhen ein beständiges 
Ansteigen der Schmelzpunkte mit wachsender Zahl von Kohlen- 
stoffatomen zu konstatieren. Die Differenzen der Schmelzpunkte 
zweier auf einander folgenden Glieder nehmen hier mit der Zahl 
der Kohlenstoffatome langsam ab, wie es bei den Differenzen der 
Siedepunkte beobachtet wird. Zu diesen Reiïhen gehôüren die der 
normalen Paraffine und die hôheren Glieder der Methylester nor- 
maler Monokarbonsäuren. 

Über die Gründe der Baeyerschen Regel scheinen bisher 
keine Vermutungen geäufert zu sein. Sie kônnte dadurch bedingt 
sein, daf die Säuren mit gerader Anzahl von Kohlenstoffatomen 
in zwei stabilen Kristallformen auftreten, während die mit einer 
ungeraden Anzahl von Kohlenstoffatomen nur in einer stabilen 
Kristallform vorkommen. 

Wenn also den Säuren mit ungerader Zahl von C- Atomen 


1) Ber. d. deutsch. chem. Gesellsch., 10, 1286; 1877. 
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Zustandsdiagramme der Form Fig. 1') zu kommen, während die 
Säuren gerader Zahl von C-Atomen Diagramme von der Art des 
der Fig. 2 haben, und wenn für die analogen Kristallformen IL 
der Säuren mit gerader und ungerader Anzahl von C-Atomen die 
Regel gilt, daf die Schmelzpunkte bei gleichem Druck mit wach- 
sender Anzahl von C-Atomen regelmäfig, wie in der Reïhe der 
Paraffine, steigen, so ergibt sich die Baeyersche Regel. 


T 
flüssig 


Fisel Fig. 2. 


1) Die Dampfdruckkurven fallen für diesen Mafstab von p mit der T-Achse 
zusammen. Die voll ausgezogenen Kurven sind Schmelzkurven, die gestrichelten 
sind Umwandlungskurven oder Verlängerungen stabiler Schmelzkurven. 
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Fig. 3 zeigt wie in diesem Fall die Zustandsdiagramme auf 
der p-1'-Ebene für Stoffe gerader und ungerader Anzahl von 
C-Atomen mit der Abhängigkeit der Schmelzpunkte bei p — 
1 Atm. von der Zahl der C-Atome in den Gliedern der homologen 
Reihe zusammenhängen. Für die Glieder der homologen Reïhe 
mit ungerader Zahl von C-Atomen sind die Zustandsdiagramme 
der Fig. 1 in gleichen Abständen der C-Achse aufgestellt, für die 
anderen Glieder ist mit den Zustandsdiagrammen der Art Fig. 2 
ebenso verfahren. Dabei unterscheiden sich die einzelnen Diagramme 
dadurch, daf die Schmelzpunkte bei p — 0 der Formen IT gleiche 
Differenzen für gleiche Differenzen des C-Gehaltes haben. Die 
Schmelzkurven der Formen II mügen einander angenähert parallel 
verlaufen. Dadurch, daf die Formen I bei »y — 0 immer einen 
hôüheren Schmelzpunkt als die Formen II haben müssen, ergibt sich 
für die Schmelzpunkte bei p — 0 eine Zickzacklinie auf der C-7- 
Ebene, welche der Regel Baevyers entspricht. In Fig. 3 ist diese 
Linie durch kleine Kreise kenntlich gemacht. 

Durch das Auftreten der stabilen Form I bei den Gliedern 
mit gerader Zahl von C-Atomen werden die Schmelzpunkte dieser 
Glieder über die Verbindungslinie der Schmelzpunkte der Glieder 
mit ungerader Zahl von C-Atomen gehoben, wodurch das Hin- und 
Herschwanken der Schmelzpunkte bei wachsender Zahl von C-Ato- 
men entsteht. 

Bei Annahme des Ansteigens der Schmelzpunkte der Formen IT 
wird die Zickzacklinie mit wachsenden (-Atomen zu hôüheren Tem- 
peraturen ansteigen. Macht man die Annahme, daB die Schmelz- 
punkte der Formen II mit wachsender C-Atomzahl zuerst ab- 
nehmen, dann aber wachsen, so kommt man zu einer analog ver- 
laufenden Zickzacklinie, wie sie bei den Monokarbonsäuren beob- 
achtet wird. 

Die Richtigkeit dieser Deutung der Regel Baeyers wäre 
erwiesen, wenn man für die Zustandsdiagramme der Glieder mit 
paarer und unpaarer C-Atomzahl die geforderten Eigentümlich- 
keiten nachweisen kônnte. Dieser Nachweis kann in grüfBerem 
Umfange zur Zeit allerdings nicht erbracht werden, aber für die 
beiden ersten Glieder der homologen Reïhe der aliphatischen Mo- 
nokarbonsäuren trifft die Forderung betreffs der Art der Zustands- 
diagramme zu. Im Zustandsdiagramm der Ameïisensäure (HCOOH) 
bis 3000 kg pro 1 qgem findet sich keine Umwandlungskurve und 
daher nur eine Schmelzkurve der einen stabilen Form. Im Zu- 
standsdiagramm der Essigsäure tritt dagegen eine Umwandlungs- 
kurve der Formen I und IT auf und dementsprechend zwei Schmelz- 
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kurven, die sich im Tripelpunkt 575 und 2330 kg pro 1 gem 
schneiden !). Als eine weitere Stütze jener Deutung der Baeyer- 
schen Regel kann noch die Tatsache angeführt werden, daf das 
Auftreten einer zweiten stabilen Kristallform dann besonders 
häufig vorkommt, wenn die betreffende Flüssigkeit assoziiert ist. 
Da bei den Paraffinen und den Estern der Monokarbonsäuren eine 
Assoziation der Flüssigkeit nicht beobachtet wurde, so ist auch 
hier das Auftreten mehrerer stabiler Kristallformen nicht wabr- 
scheinlich, dementsprechend ist zu erwarten, da die Schmelz- 
punkte in diesen homologen Reiïhen mit wachsender Zahl von C- 
Atomen regelmäfig wachsen werden, das trifft in der Tat zu. 

Der tiefere Grund für die Baeyersche Regel wäre darin zu 
suchen, daf aus den Flüssigkeiten mit paarer C- Atomzahl zwei 
Molekülarten krystallbildend sich ausscheiden kônnen, wodurch 
bei ihnen ein Tripelpunkt bei nicht sehr hohen Drucken auftritt, 
während bei den Flüssigkeiten mit unpaarer C-Atomzahl in einem 
weiten Druckintervall nur eine Molekülart sich kristallbildend be- 
tätigt, weil der Gehalt anderer Molekülarten die Sättigungsgrenze 
nicht erreicht. Die Molekülart grôBeren Molekularvolumens würde 
also bei den Gliedern mit unpaarer C-Atomzahl schon bei p — 0 
in so geringer Konzentration vorhanden sein, daf sie bei diesem 
Druck und erst recht bei hôheren Drucken nicht kristallisiert, 
während bei den Gliedern mit paarer C-Atomzahl diese Molekülart 
bei kleineren Drucken die Kristallisation bedingt, mit wachsendem 
Druck aber so stark abnimmt, daf nunmehr die Molekülart klei- 
neren Volumens wie bei den Gliedern mit unpaarer C-Atomzahl 
zur Kristallisation kommt. 

Wenn von den beiden Molekülarten, um die es sich handelt, 
die eine ein Polymeres des anderen wäre, so wäre zu erwarten, 
daB der Koeffizient von Eôtvôs bei den Flüssigkeiten mit paarer 
C-Atomzahl vom normalen Wert stärker abweïcht als bei den 
Flüssigkeiten mit unpaarer C-Atomzahl. Das ist aber bei den 
Monokarbonsäuren nicht der Fall. Hieraus wäre zu schliefen, 
daf die beiden Molekülarten nicht polymer sondern isomer sind. 
Der Temperaturkoeffizient der molekularen Oberflächenenergie zeigt 
nur die Gegenwart polymerer Moleküle in einer Flüssigkeit an. 
Das Zustandsdiagramm weist aber auf die Existenz sowohl poly- 
merer als auch isomerer Moleküle hin, wenn die Molekülarten sich 
nur krystallbildend betätigen. Dasselbe gilt für die abnorme Ab- 
hängigkeit der linearen Kristallisationsgeschwindigkeit von der 


1) Kristallisieren und Schmelzen $, 231 u. 277. 
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Temperatur. Wenn diese durch eine zu langsame Einstellung des 
Gleichgewichtes zwischen zwei Molekülarten bedingt ist, so ist es 
offenbar gleichgültig, ob die beiden Molekülarten im Verhältnis 
der Polymerie oder Isomerie zu einander stehn. Daher kann einer 
Flüssigkeit mit abnormer Temperaturabhängigkeit der linearen 
Kristallisationsgeschwindigkeit sehr wohl ein normaler Wert des 
Temperaturkoeffizienten der molekularen Oberflächenenergie zu- 
kommen. 

Jede dieser Methoden kann andere Resultate ergeben, weil 
die Bedingungen, auf die sie sich gründen, von einander unabhängig 
sind. Auch wenn alle drei auf Normalität der Flüssigkeit hin- 
wiesen, so kôünnte die Flüssigkeit doch noch mehrere Molekülarten 
enthalten. 


Die Keimmethode zur Herstellung Kkolloider Metall- 
lôsungen bestimmter Eigenschaften. 


Von 


Richard Zsigmondy. 


Vorgelegt in der Sitzung am 22. Juli 1916. 


Für viele physikalische und physikalisch-chemische Untersu- 
chungen ist es erforderlich, kolloide Lüsungen bestimmten Zertei- 
lungsgrades zu besitzen. Die Herstellung derartiger Hydrosole 
ist nicht ganz leicht, namentlich dann, wenn daran noch die For- 
derung geknüpft wird, daf die Submikronen unter einander an- 
nähernd gleiche GrôBe besitzen sollen. 

Zuweilen erhält man derartige gleichteilige Hydrosole durch 
Zufall, bei Einhalten gegebener Vorschriften, hat es dann aber 
nicht in der Hand, die Grôüfe der Submikronen willkürlich zu va- 
riieren. 

Besonders günstige Verhältnisse lagen in dieser Hinsicht vor 
beim Goldrubinglas ?), wo die Bedingung der Gleichteiligkeit gut 
erfüllt war, und die Grôfie der Einzelteilchen durch Mafinahmen 
bei der Herstellung (Veränderung der Zusammensetzung des Glases, 
Art der Kühlung und des Anwärmens) weitgehend variiert werden 
konnte, derart, daf ein Glas nur amikroskopisch feine, andere Ru- 
bingläser aber Submikronen der verschiedensten Grüfe zwischen 
8 und 200 uu enthielten; immer aber ein bestimmtes Grlas solche 
bestimmter Teilchengrôüfe. 

Recht gute gleichteilige Hydrosole erhielt ich auch oft nach 
der Formolmethode?), kolloide Goldlüsungen, die dann ebenso wie 


1) Siedentopf und Zsigmondy, Drude’s Annal. Bd. 10, 1; 1903. Zsigmondy, 
Zur Erkenntnis der Kolloide p. 128—131. 
2) Zsigmondy, Liebig’s Ann. 301, 5. 29. 1898. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1916. Heft 2, 12 
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die Rubingläser bei den ersten ultramikroskopischen Untersuchungen 
Anwendung fanden, Von der Gleichteiligkeit überzeugt man sich 
im Ultramikroskop durch Betrachtung der Helligkeit der Submi- 
kronen; diese variiert auferordentlich stark mit der TeilchengrôBe 
(bei massiv erfüllten Goldteilchen proportional dem Quadrat des 
Volumens), so daf diese Eigenschaft ein gutes Urteil über die Be- 
schaffenheït der Kolloidlüsungen erlaubt; selbstverständlich mu 
man sich stets von der Abwesenheit amikroskopischer Groldteilchen 
überzeugen ?). 

In der Regel sind die zur Untersuchung kommenden Hydro- 
sole aber sehr ungleichfôrmig und künnen dann nur durch um- 
ständliche Operationen, wie fraktioniertes Zentrifugieren, fraktio- 
nierte Fällung u. dgl. in gleichteilige verwandelt werden. Letzteren 
Weg hat Sven Odén in seinen schônen Untersuchungen über den 
kolloiden Schwefel angewandt und ausgebildet. 

Im Folgenden ist ein spezielles Verfahren angegeben, das es 
gestattet, gleichteilige Goldhydrosole von bestimmten Eigenschaften 
mit groBer Sicherheit herzustellen. Zunächst aber müssen einige 
Bemerkungen über die bisherigen umfangreichen Erfahrungen mit- 
geteilt werden. 

Bei der Lôüsung der Frage nach der Natur des Cassius’schen 
Goldpurpurs?) sowie bei der Untersuchung der Schutzkolloide und 
der Bestimmung der Goldzahlen *) kam es mir darauf an, môglichst 
rein rote Goldhydrosole zu besitzen, die frei waren von anderen 
Kolloiden und keine stôrenden Verunreinigungen enthielten. In 
dieser Hinsicht hat sich der Formaldehyd unter den verwendeten 
Reduktionsmitteln am besten bewährt. Bei Einhaltung der 1898 
gegebenen Vorschrift: Reduktion von stark verdünnten, schwach 
alkalischen Goldchloridlüsungen mit Formaldehyd erhält man unter 
Anwendung genügend reinen destillierten Wassers, hochrote Gold- 
hydrosole mit grünen Ultramikronen (1—30 uu), die allen derar- 
tigen Anforderungen genügen. Ein Uebelstand der Methode be- 
stand nur in der Empfindlichkeit gegen analytisch nicht mehr 
nachweisbare Verunreinigungen des destillierten Wassers, die zu- 
weilen die Bildung von klaren oder stark getrübten purpurnen, 
violetten oder blauen meist grobteiligen Hydrosolen veranlafiten 
und zwar in erster Linie infolge der BeeinfluBung der spontanen 
Keïmbildung durch unbekannte Verunreinigungen. 


1) Zur Erkenntnis der Kolloïde, p. 90. Jena 1905. 
2) Liebigs Ann. 301, 361; 1898. 
3) Z. f. analyt. Chem. 40, 697; 1901. 
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I. Die Keimmethode. 


Diese Nachteïile verschwanden, als es mir im Jahre 1906 ge- 
lang, durch Anwendung der amikroskopisch feinen, durch Reduk- 
tion mit Phosphor hergestellten kolloiden Goldlôsungen ‘) als Keim- 
füssigkeit die Unsicherheïiten der spontanen Keimbildung auszu- 
schalten ?). Mit jedem Kubikmillimeter der Keimflüssigkeit (Au P) 
wurden viele Milliarden kleiner Groldteilchen von 2—5 uu Grôfe 
dem Reduktionsgemisch hinzugefügt, an deren Oberfläche die Re- 
duktion glatt erfolgte derart, da das abgeschiedene Metall die 
Goldteilchen vergrôBerte, so daf sie nach genügendem Wachstum 
im Ultramikroskop ausgezählt werden konnten. Durch Veränderung 
der Keimmenge hatte man es in der Hand, das reduzierte Gold 
auf sehr viele oder auch auf eine geringe Anzahl von Wachstums- 
zentren zu verteilen und so hochrote Hydrosole sehr wechselnden 
Dispersitätserades willkürlich zu erhalten. Es wurde dort der 
Beweis geliefert, daf tatsächlich die Goldteilchen der als Keim- 
flüssigkeit bezeichneten feinsten Hydrosole und nicht andere Be- 
standteile der Flüssigkeit die Auslôsung des Reduktionsgemisches 
bewirken, und daf die durch Wachstum entstandenen Goldteilchen 
selbst wieder als Keime Verwendung finden kônnen, wenn sie dem 
Reduktionsgemisch zugesetzt werden *). 

Zwei Wege zur Herstellung von Metallhydrosolen verschie- 
denen Dispersitätsgrades waren dadurch gegeben: 

1. Durch Variation der zugesetzten Keimmengen ; 

2. Durch Verwendung der herangewachsenen Teilchen als 
Keime bei einer zweiten Reduktion. 

In der Folge habe ich der ersten Methode den Vorzug ge- 
geben. 

Um in recht weitem Bereich die TeilchengrôBe varüeren zu 
kôünnen, ist es erforderlich, als Keimflüssigkeit eine beinahe ho- 
mogene amikroskopische Groldlüsung zu verwenden, die ich durch 
Reduktion schwach alkalischer Goldchloridlüsungen mit Phosphor 
erhalten habe‘), ferner ist es nôtig, die spontane Keimbildung des 
Reduktionsgemisches müglichst herabzusetzen. Dies wurde bei der 


1) Gewôhnlich als AuP bezeichnet. Verfahren s. Zsigmondy, Kolloidchemie, 
Leipzig 1912. 

2) Zsigmondy, Z. f. phys. Chem. 56, $. 65 u. 77. 1906. 

8) Unabhängig und etwa gleichzeitig haben Vanino und Hartl gleichfalls 
die Tatsache festgestellt, daf das Impfen eines Goldreduktionsgemisches mit fer- 
tiger kolloider Goldlôsung den Vorgang der Solbildung beschleunigt, und ihren Be- 
obachtungen eine ähnliche Erklärung gegeben. (Ber. 39, S. 1699; 1906). 

4) Zur Erkenntnis der Kolloide p. 100. $S. auch Anm. 1 $. 3. 

12* 
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Formolmethode erzielt durch Anwendung von Wasser, in dem 
die-spontane Reduktion sehr langsam, erst nach 2—5 Minuten er- 
folgte. Der Keïmzusatz bewirkt dann ein beinahe momentanes 
Eïnsetzen der Reduktion, und die Eïinzelteilchen wachsen zu grü- 
Beren amikroskopischen oder submikroskopischen Gebilden heran, 
che die spontane Keimbildung einsetzt !). 

Die Keimmethode unter Anwendung von Formaldehyd er- 
môglichte es, hochrote, kolloide Goldlüsungen verschiedensten Ver- 
teilungsgrades mit fast jeder Art destillierten Wassers herzustellen, 
die den meisten praktischen Anforderungen so weitgehend ge- 
nügten, daf die Methode in meinem Laboratorium seit Jahren mit 
gutem Erfolg von den Praktikanten angewendet werden konnte. 
Ganz nach Wunsch konnte man vollkommen klare oder mehr oder 
weniger getrübte Hydrosole herstellen und den Dispersitätsgrad 
fast nach Belieben variieren. 


Ia. Moditikationen der Keimmethode. 

Es môügen noch zwei Modifikationen der Keimmethode Erwäh- 
nung finden, die beide im Institut für anorganische Chemie in 
Gôttingen zuerst ausgearbeitet wurden. Um die Herstellung grü- 
Berer Mengen von Goldhydrosol zu erleichtern, hat Menz vorge- 
schlagen, die Reaktion nicht bei Siedehitze, sondern im Dunkeln 
bei Zimmertemperatur erfolgen zu lassen. Das Tageslicht mufte 
wegen Begünstigung der spontanen Keimbildung müglichst ausge- 
schlossen werden. Trotz der guten Erfolge, die Menz damit er- 
zielte, hat später die Herstellung der Hydrosole bei Zimmertem- 
peratur nicht immer günstige Resultate ergeben, ein Umstand, der 
nach v. Naumoff auf die bei der Reaktion gebildete Kohlensäure 
zurückzuführen ist. Da bei Siedehitze die Kohlensäure entfernt 
wird, so treten diese Schwierigkeiten bei ersterem Verfahren 
nicht auf. 

Dôürinckel arbeitéte gleichfalls bei Zimmertemperatur, ver- 
wendete aber statt des Formaldehyds Wasserstoffsuperoxyd als 
Reduktionsmittel, ein Präparat, das den Vorzug besitzt, sich nach 
erfolgter Reduktion ganz zu zersetzen. Die entstandenen Hydro- 
sole sind bei Anwesenheit von Alkalicarbonat und Keimen meist 
blau, klar oder getrübt, in Abwesenheit von Alkali weinrot oder 
violettrot und eignen sich nicht zur Bestimmung der Goldzahlen, 
kônnen aber für ultramikroskopische Untersuchungen wegen ihrer 


1) Näheres: Zsigmondy, Kolloidchemie, S. 96. 
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Gleichkürnigkeit gut Verwendung finden. Diese Modifikation des 
Keimverfahrens ist in der Folge von Th. Svedberg und Schülern 
vielfach angewandt und namentlich von Arne Westgren näher 
untersucht worden. 

Ich selbst hatte bisher keine Veranlassung, von der Keimme- 
thode in ihrer ursprünglichen Form abzuweichen; neuerdings er- 
schien es aber wünschenswert, bei Verfolgung einiger physikali- 
scher Probleme, Hydrosole von hochroter Farbe zu besitzen, die 
môüglichst weitgehenden Anforderungen an Gleichteiligkeit gerecht 
werden. Solche Hydrosole wurden nach einer neuen Modifikation 
des Keiïmverfahrens gewonnen gemeinsam mit Herrn J. Reit- 
stôtter, im Anschluf an eine Untersuchung der GrôBenbestim- 
mung der in der Keimflüssigkeit enthaltenen Amikronen. 


Ib. Bestimmung der Keiïmzahl. 


Diese Bestimmung beruht auf Auszählung der in einem Re- 
duktionsgemisch zu Submikronen herangewachsenen amikroskopi- 
schen Goldteilchen und auf der Voraussetzung, daf alle zugesetzten 
Goldteilchen der Keimflüssigkeit zu sichtbaren Submikronen heran- 
wachsen, und daf keine Submikronen während der Dauer der Re- 
duktion durch spontane Keïimbildung entstehen, oder nur so wenige, 
daf sie bei der Bestimmung der Teïlchenzahl nicht in Betracht 
kommen. 

Ist diese Bedingung erfüllt, so muf die Zahl der in der fer- 
tigen kolloiden Goldlôsung enthaltenen Groldteilchen proportional 
der zugesetzten Keimmenge sein. indet man Abweichungen, so 
sind die Voraussetzungen nicht erfüllt. 

Nun kann die spontane Keimbildung meist nicht ganz unter- 
drückt werden und es handelt sich, um gute Resultate zu erhalten, 
darum, die Verhältnisse so zu wählen, daf die Reduktion vollendet 
ist, ehe jene merklich wird. Auf zwei Wegen kann das Ziel er- 
reicht werden, 1. durch Verzügerung und starkes Herabdrücken 
der spontanen Keïmbildung, 2. bei schnell verlaufender Reduktion 
durch Wahl von Verhältnissen, bei welchen der Goldvorrat durch 
rapides Wachstum der Keime erschôpft wird, ehe es zur spontanen 
Bildung einer merklichen Keïmzahl kommt. Beide Vorgänge lassen 
sich unabhängig von einander durch gewisse minimale Mengen 
fremder Stoffe willkürlich weitgehend beeinflussen. Auf meinen 
Vorschlag hat C. Hiege!) diese Einflüsse bei der Formolmethode 


1) Inauguraldissertation Gôttingen 1914. 
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näher untersucht. Die wesentlichen, hierhergehôrigen Ergebnisse 
der Hiege’schen Arbeit sind folgende: 


a) in reinstem Wasser sind nahe der Siedehitze sowohl 
spontane Keimbildung wie Wachstumsgeschwindigkeit ungewôhn- 
lich groB, so da man beinahe momentan nach Formolzusatz die 
fertige Goldlôsung erhält. Die Wachstumsgeschwindigkeit über- 
wiegt aber die spontane Keimbildung so weit, dafi die zuerst ent- 
stehenden Keime zu recht grofien Gebilden heranwachsen kônnen, 
während noch neue Keime gebildet werden. Das Resultat der 
Reduktion ohne Keimzusatz ist ein beinahe momentanes Rotwerden 
der Flüssigkeit und Entstehung eines Goldhydrosols mit recht un- 
gleich grofen Teilchen. 


b) Die Keimbildung kann herabgesetzt oder fast unterdrückt 
werden durch manche Stoffe, wie Ammoniak, Ferro- und Ferricyan- 
kalium, ohne daB das Wachstum wesentlich gestôrt wird. 


c) Die Wachstumsgeschwindigkeit kann herabgesetzt werden 
durch Zusatz von Stoffen wie Alkalihalogenide, Schwefelwasserstoff, 
kolloider Schwefel etc., ohne daB die Keimbildung darunter we- 
sentlich leidet. 


Für das vorliegende Problem kônnen diese Ergebnisse in fol- 
gender Weise verwertet werden. a) Man unterdrückt müglichst 
die spontane Keimbildung, z. B. durch spurenweisen Zusatz von 
Ammoniak oder Eisencyanalkalien zum Reaktionsgemisch, so daf 
sie erst nach Minuten oder überhaupt nicht eintritt, und läfit die 
Keime darin heranwachsen. Diesen Weg hat Hiege beschritten 
und recht gute Resultate erhalten, sehr gute Proportionalität zwi- 
schen zugesetzter Keimmenge und der ausgezählten Submikronen- 
zahl, was aus Figur 1 und 2 hervorgeht. 

Die berechnete Lineardimension der Goldteilchen in der Keïm- 
lôsung war 1 — 5,15uu. 

Bei der Reduktion mit Wasserstoffsuperoxyd in schwach saurer 
Lôüsung ist das spontane Keimvermôügen jedenfalls sehr gering. 
(Nach Dôrinckel erfolgt die Reduktion in saurer Lôsung ohne 
Keime langsam, mit Keimen sehr schnell) A. Westgren er- 
hielt selbst bei Anwendung von sehr wenig Keimen, die er zu 
absetzenden, suspendierten Teilchen heranwachsen lief, und deren 
GrôüBe er aus den Sedimentationsgeschwindigkeiten bestimmte, Pro- 
portionalität zwischen Teilchenzahl und zugesetzter Keimmenge. 

Bei meinen ursprünglichen Versuchen hatte ich Wasser ge- 
wählt, bei welchem die spontane Keimbildung an sich gering war; 
der oben angegebene Weg ist aber rationeller. Ich erhielt seiner- 
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zeit für die von mir verwendete Keimflüssigkeit Werte der Linear- 
dimension, die zwischen 1 und 3 uu lagen. 


Anzah) der leilchen in 217 y° 
S 
S 
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Anzahl der leilchen in 217 u° 
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Fig. 2. 


Ila. Neue Modifikation des Verfahrens. 

9, Der zweite gemeinsam mit Herrn J. Reitstôtter be- 
schrittene Weg zur Erreichung der Proportionalität bietet sich in 
der Ausnützung der grofen Wachstumsgeschwindigkeit der Teïl- 
chen in weitgehend gereinigtem Wasser. Man sucht unter den 
Reduktionsmitteln ein solches, in welchem das Wachstum der 
Keime so schnell von statten geht, daf der Goldvorrat durch 
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dieses erschôpft ist, ehe die spontane Keimbildung in merklicher 
Weise einsetzt. Neben dem schon erwähnten Wasserstoffsuper- 
oxyd bietet sich da als vorzüglich geeignet das von mir schon im 
Jahre 1898 ohne Keime verwendete Hydroxylamin!) und das von 
Gutbier für viele Metallreduktionen erfolgreich angewandte Hy- 
drazin. 

Arbeit man bei gewühnlicher Temperatur und in Konzentra- 
tionen, wie sie unten angegeben sind, so erhält man beim Hinzu- 
fügen der beiden genannten Reduktionsmittel zur Goldchloridli- 
sung grobe absetzende Groldsuspensionen; werden aber vorher Keime 
zugefügt, so kann man prächtige, hochrote Hydrosole erhalten mit 
fast nur grünen Teilchen, deren Zahl und GrôBe sich willkürlich 
durch die zugesetzte Keimmenge bestimmen läft. 


Ib. 1. Reduktion mit Hydroxylamin. 

Man verwendet destilliertes Wasser, das unter Zusatz von 
Kaliumpermanganät aus einem Glaskolben destilliert wird, in dessen 
Hals ein Goldkühler mittelst eines Schliffes eingesetzt ist, ferner 
Goldchloridchlorwasserstoffsäure, die aus reinem Edelmetall her- 
gestellt wird, und bereitet eine Lôüsung A, die 0,0062%% Gold ent- 
 hält. Lôsung B enthält in 1000 CC 0,267 gr Hydroxylaminhydrat. 
Unter fortwährendem Umschwenken läft man 100 CC B allmählich 
in 120 CC A einfliefen mit oder ohne Zusatz von Keimen (zu A). 


Ohne Alkalicarbonat. 

1. Ohne Keimzusatz entweder in der Kälte oder bei schwachem 
Erwärmen: in der Durchsicht himmelblaue, im auffallenden Licht 
braunopalescierende Suspensionen recht grober Teilchen, ganz dem 
sogenanten Saphiringlas gleichend. 

2. 120 CC der Lôüsung A mit Zusatz von 4—5 CC Keim- 
flüssigkeit AuP?) man erhält eine durch rosa hindurch allmählich 
purpur- bis weinrot werdende klare Flüssigkeit. 


Mit Alkalikarbonat. 

Wird der Goldchloridlôsung soviel Alkali oder nur wenig mehr 
hinzugefügt, als zur Neutralisation des durch Hydrolyse und bei 
der Reduktion sich bildenden Chlorwasserstoffs erforderlich ist, so 
erhält man mit Keimen schon in der Kälte oder beim nachträg- 
lichen Aufkochen prächtig hochrote, sehr gleichteilige Hydrosole, 
ohne Keime jedoch bläuliche Suspensionen. 


1) Lieb, Ann. 301, 30; 1898. 
2) S. S. 179 Anm. 1 u. 2. 
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83. Wie 1., nur 120 CC A und 1,0 CC Kaliumcarbonat (0,19 nor- 
mal). Das Resultat ist dasselbe wie in 1. 

4: Dasselbe wie 8. unter Zusatz von 1—4 CC Keimflüssigkeit : 
prächtig hochrote Hydrosole, die auch strengeren Anforderungen 
an Gleichteiligkeit genügen. 

Die entstandenen Goldteilchen sind fast alle grün. Ihre Grôhe 
und Zahl wird nur durch die zugesetzte Keimmenge bestimmt. 
Herr J. Reitstôtter fand innerhalb der Fehlergrenze der Teïl- 
chenzählung Proportionalität zwischen zugesetzter Keimmenge und 
Teilchenzahl (Tab. 1). 

Bei diesen Versuchen wurde abweichend von obiger Vorschrift 
stets soviel Goldchloridlôsung genommen, dafi das Gesamtvolum 
am Ende der Reduktion stets 200 CC betrug. 


Tabelle 1. 
Spaltultramikroskop; Zählraum 299u°; Beleuchtung: Bogenlicht. 

Beth AL dé Teilchenzahl Verhältnis : | Abweichung 

nung Menge an Keimflüssigkeit | in 299 u ur- Teilchenzahl . vom 
spr. Lôüsung || Keimmenge Mittelwert 

B 8 cem AuP,,/200 cem Lsg. al 10,3 — 0,5 

c 5 . 56 11,2 + 0,4 

D 7 ; 74 10,5 — 0,3 

E 10 : 117 TZ + 0,9 

F 15 . 158 10,5 — 0,3 


Mittel: 10,8. 


Damit ist ein bedeutender Fortschritt erzielt, denn es gelingt 
nunmehr auch ziemlich grobkôürnige hochrote gleichteilige Hydro- 
sole mit Sicherheit herzustellen, was nach der Formolmethode nicht 
immer môglich war. Da für die meisten physikalischen und che- 
mischen Untersuchungen über die Abhängigkeit der Eigenschaften 
der Kolloide von der TeilchengrôBe Gleichteiligkeit erforderlich 
ist, für viele auch die hochrote Farbe des Goldhydrosols als In- 
dikator für eingetretene Zustandsänderungen, so wird man von 
dieser Modifikation der Keimmethode sowie von der folgenden viel- 
_fach Gebrauch machen. 

UeberschuB von Kaliumcarbonat, etwa das Dreifache der obigen 
 Menge bedingt die Entstehung von blauen Flüssigkeiten in der 
Kälte, die beim Kochen rot (häufig trüb) werden. Hier wird die 
Wirkung der Keime kompensiert durch Nebenreaktionen, die in 
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Entstehung von kolloid gelôstem Goldoxydul ihre Ursache haben 
kôünnten und noch näher untersucht werden müssen. 


- 


Ib. 2. Reduktion mit Hydrazin. 


Während bei der Reduktion mit Hydroxylamin nach der Keim- 
methode hochrote Lüsungen erhalten werden, wenn man die aus 
dem Goldchlorid freiwerdende Chlorwasserstoffsäure neutralisiert, 
ist bei Anwendung von Hydrazinhydrat oder -sulfat als Reduk- 
tionsmittel eine derartige Neutralisation nicht nôtig. Hier erhält 
man in reinstem, im Goldkühler kondensierten Wasser ohne Al- 
kalizusatz prächtig hochrote Hydrosole, bei Neutralisation mit 
Alkali oder UeberschuB des letzteren mehr purpurfarbige bis blaue. 

Läft man die Keime hinweg, so erhält man ohne Alkali hell- 
himmelblaue, braun getrübte Suspensionen, wie bei Hydroxylamin, 
bei Anwendung von Alkali intensive Blaufärbung, wie sie von 
Gutbier!) näher beschrieben worden; auch bier scheint zunächst 
entstehendes Goldoxydul Einfluf auf die Form des sich ausschei- 
denden Groldes zu besitzen. Verwendet man ungereinigtes destil- 
liertes Wasser, so erhält man alle môglichen nicht reproduzier- 
baren Resultate (rote, blaue, violette, indigofarbige Hydrosole oder 
Suspensionen, deren Farben von den zufällig anwesenden Verun- 
reinigungen abhängig sind). 


Ohne Alkalicarbonat. 


Man bereitet die Lôüsungen À und B mit gereinigtem Gold- 
kühlerwasser (vergl. ILb) und Jäft À in B bei Zimmertemperatur 
unter lebhaften Umschwenken einfliefen. 

Pie | 1 CC Hydrazinhydrat (0,071 normal _ Le CC Goldchloridlô- 
99 CC Wasser | sung wie in Ib 1. 

1. Ohne Keime. Sofortige Reduktion unter Bildung einer all- 
mäblich sich verstärkenden braunen Trübung. Die entstehende 
Suspension in der Durchsicht himmelblau im auffallenden Licht 
braun, wie Saphiringlas. 

2. Mit Keimen. Je nach Menge derselben vollkommen klare 
oder opaleszierende hochrote Hydrosole. 

Auch mit Hydrazinsulfat wurde dasselbe Resultat erhalten. 
Auch hier zeigten sich Teïlchenzahl und Keimmenge einander pro- 
portional. 

Bezüglich des Hydrazinhydrats vergl. Tab. 2. 


1) Z. f. anorgan. Chem. 31, 448; 1902 und Koll, Z. 9, 175; 1911. 
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Tabelle 2. 
Spaltultramikroskop; Zählraum 299u%; Beleuchtung: Bogenlicht. 


Teiïlchenzahl | Verhältnis : | Abweichung 
in 299 u° ur- | Teilchenzahl vom 
spr. Lüsung !) Keimmenge | Mittelwert 


Bezeich- 


nung Menge an Keimflüssigkeit 


B 3 cem AuP 31/2090 ccm Lseg. BE) 13 + 0,5 
C 5 s 63 12,6 HO 
D 7 as 84 12 0) 
E 10 : 193 12,3 — 0,2 
F 15 E 192 12,8 + 0,3 


Mittel: 12,5. 


Mit Alkalicarbonat. 


3. B+0,75 CC 0,19 Normal-Kaliumcarbonatlôsung, die Säure 
gerade neutralisierend. Hierauf allmählicher Zusatz von A. Blau- 
färbung unter starker Trübung. 

4. Dasselbe, aber 1,5 CC Kaliumcarbonat; gleich anfangs 
bläulich, später tiefblau, etwas weniger trüb als 3), beim Kochen 
nicht verändert. 

5. Wie 4., aber unter Zusatz von 8 CC Keimflüssigkeit AuP 50, 
allmählich tiefer werdende rotviolette Färbung der Flüssigkeit, 
die sich beim Kochen nur wenig änderte. 

Die Keime vermügen also auch hier eine Rotfärbung herbei- 
zuführen wenn der bläuende Einfluf des Alkali sich auch bemerkbar 
macht. 

Die Eigentümlichkeit des Hydrazins, bei Gegenwart von Keimen 
prächtig rote Flüssigkeiten zu geben, auch wenn kein Alkali zu- 
gesetzt wird, wird in manchen Fällen Anwendung finden, wo es 
erwünscht erscheint, alkalimetallfreie, hochrote, gleichteilige kol- 
loide Goldlüsungen zu erhalten. Einzelheiten über diese Methode 
werden in der Dissertation des Herrn J. Reitstôtter mitgeteilt 
werden. 


III. Die Anwendung der Keimmethode auf andere Metalle. 
DaB die Goldkeime auch silberhaltige Reduktionsgemische aus- 

zulôsen vermügen, wurde in Gremeinschaft mit A. Lottermoser 

schon im Jahre 1906 gezeigt?). Eine geeignete Flüssigkeit 


1) Mittelwert aus ca. 300 Einzelwerten. 
2) Z. phys. Ch. 56, 77; 1906. 
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200 CC Wasser 
10 , Silbernitratlôsung (0,1 Proz.) 
2 , Ammoniak (0,925 spez. Grew.) 
20 , Formaldehyd (3 gr. käufl. Prod. auf 1 Lt. H20) 


blieb ohne Keime wochenlang unverändert, während Zusatz von 
Goldhydrosol (sowohl nach der Formol- wie auch nach der Phos- 
phormethode hergestellt) sofort Reduktion und Bildung von gold- 
haltigen Silbersubmikronen hervorrief, deren Zahl und GrôBe durch 
die der zugesetzten Goldkeime variïiert werden konnten. 

Neuerdings habe ich mich davon überzeugt, daf auch Queck- 
silberhydrosole oder kolloide Lüsungen von Groldamalgam nach 
dieser Methode hergestellt werden künnen. Fräulein $. Eisen- 
stein, die diesen Gegenstand näher verfolgt, hat gefunden, daf 
diese Hydrosole, wie Quecksilbersole i. a., recht unbeständig sind, 
aber mit zunehmendem Goldgehalt der Einzelteilchen an Beständig- 
keit gewinnen. 

Auch andere Metalle lassen sich unter Anwendung von Gold- 
keimen darstellen; näheres darüber soll später berichtet werden. 
Daf Palladiumkeime auch bei der Reduktion von Palladium in 
Gegenwart von Schutzkolloiden günstig wirken kôünnen, haben 
Skita und Meyer gezeigt!) Das Gleiche hat schon früher 
Lüppo-Cramer*) bezüglich der Silberkeime und Silberlôsungen 
bewiesen. Er erhielt durch Reduktion von Silbernitratlôsungen 
bei Gegenwart von Gelatine und Silberkeimen je nach dem Gehalt 
an Keimflüssigkeit sehr schône rote, gelbe, violette und blaue 
Flüssigkeiten, aus denen er auch schôn gefärbte Dauerpräparate 
herstellen konnte. Herr Lüppo-Cramer hat mir in liebenswürdiger 
Weise einige Proben derselben zur Verfügung gestellt, wofür ich 
ihm an dieser Stelle meinen besten Dank ausspreche. 


Zusammenfassung. 


Nach einem kurzen Ueberblick über die bisherigen Erfahrungen 
mit der Keimmethode und ihren Modifikationen (Ia) wurde das 
Verfahren zur Bestimmung der Keimzahl besprochen (Lb). Hierauf 
wurde eine neue Abänderung des Keimverfahrens unter Anwen- 
dung von Hydroxylamin und Hydrazin als Reduktionsmittel be- 


1) A. Skita und W. A. Meyer Ber. 45, 3579. — 1912. 
2) Koll, Z. 7,99; 1910. 
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kannt gegeben, nach welcher man hochrote annähernd gleichteilige 
Goldhydrosole bestimmter mittlerer TeilchengrôBe erhalten kann 
(Il). Auch nach diesem Spezialverfahren ergibt sich Proportio- 
nalität zwischen Teilchenzahl und zugesetzter Keimmenge, so daf 
wir nunmehr über mehrere von einander unabhängige Wege zur 
Bestimmung der Teilchenzahl und -masse in amikroskopischen Gold- 
hydrosolen verfügen. — Die Anwendung der Keimmethode zur 
Herstellung der Hydrosole anderer Edelmetalle wurde kurz be- 
sprochen (IT). 


Güttingen, im Juli 1916. 


Die Anzabhl der Nullstellen der Hankelschen Funktionen. 


Von 


H. Falckenberg in Braunschweig und E. Hilb in Würzburg. 
| Mit zwei Figuren im Text. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 22. Juli 1916 von Herrn F. Klein. 


Die Nullstellen der Zylinderfunktionen sind Gegenstand zahl- 
reicher Untersuchungen, von denen hier nur die von Hurwitz) 
und Schafheitlin?) genannt seien, während wir im übrigen auf die 
ausführlichen Literaturangaben bei Nielsen) verweisen. 

Die spezielle Frage nach der Anzahl der Nullstellen des Haupt- 
zweiges der Hankelschen Funktionen“) scheint indes bisher noch 
nicht behandelt zu sein, obschon, wie wir zeigen werden, in den 
Arbeiten von Klein’) hinreichende Hilfsmittel für ihre Aufstellung 
gegeben sind. 

Ist l'(x) die Zylinderfunktion erster Art, Y’(x) die zweiter 
Art, so werden die Hankelschen Funktionen durch die Gleichungen : 


(1) H°}(œ) = l(x)+iY”(x), 
(1 a) HAS) =) ENS) 
definiert. 


1) Mathematische Annalen, Bd. 33; 1889. 

2) Journal für Mathematik, Bd. 114; 1894. — Ferner in der gleichen Zeit- 
schrift, Bd. 122; 1900. — Ferner Arch. für Mathematik u. Physik (1), Bd. 1: 1901. 

3) Handbuch der Theorie der Zylinderfunktionen, Leipzig 1904. Kapitel XI. 

4) Eingeführt von H. Hankel (1868—69) in Math. Ann. I, $. 472. 

5) Über die hypergeometrische Funktion, autographierte Vorlesungshefte, 
Gôttingen 1894. Vergl. auch Olbricht: Studien über die Kugel- und Zylinder- 
funktionen, Leïpziger Diss., Halle 1887. 
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Setzen wir den Quotienten 


1”(x) 
(2) Y”(x) y (x), 


so erhalten wir die Nullstellen der Funktion H,(x) durch die 
Gleichung 


(3) mt) = —$ 
die der Funktion H°(x) durch die Gleichung 
(3a) y (x) er + 


Man folgert aus der bekannten asymptotischen!) Darstellung 
der Besselschen Funktionen, da 7,(x) nach — à bezw. +i konver- 
giert, wenn x längs der Achse des Imaginären in das Unendliche 
geht; dabei wird natürlich immer der Hauptwert der Hankelschen 
Funktionen betrachtet. +4 sind aber gerade diejenigen Werte, die 
,(x) für die Nullstellen von Æ,(x) bezw. H,(x) annimmt. 

Die Besselsche Differentialgleichung, der die Hankel- 
schen Funktionen als zwei linear unabhängige Partikularlôsungen 
genügen, läBt sich, wie bekannt, durch Grenzübergang aus der 
hypergeometrischen ableiten. Da wir die Abbildung, die 
der Quotient zweïer linear unabhängiger Partikularlôsungen der 
hypergeometrischen Differentialgleichung vermittelt, beherrschen, 
so künnen wir durch Grenzübergang die Riemannsche Fläche an- 
geben, auf die der Quotient 7,(x) die x-Ebene abbildet. 

Es ist dann nur noch zu untersuchen, wie oft die beiden 
Punkte — und + der nicht als Riemannsche Fläche aufgefafiten 
,-Kugel von der Abbildungsfläche überdeckt werden. Die Über- 
deckungszahlen geben mit Rücksicht auf (3) und (3a) im Wesent- 
lichen die Anzahlen der endlichen Nullstellen der beiden Hankel- 
schen Funktionen an. 

Um dies näher auszuführen betrachten wir die hypergeome- 
trische Differentialgleichung mit den drei singulären Stellen, 0, oo 
und ic?) 


Aa + [EE ri dy 


@ dx T æ—ic dx 
Fi ic” oc! ht fiv f’ SN y” y’ su y” y‘ : £ 0 
x” (x — ic) æ(æ—ic) (æ—ic) ? 


in der 


1) Nielsen 1. c. $ 58 und 59. 
2) Vergl. Klein I. c. S. 288. Wir folgen im Wesentlichen dem dort gegebenen 


Grenzübergang. 
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me + PER PORTES 
d=-# —"v 
(unter » eine endliche reelle positive Grüke verstanden) 
und 
HE BB =? 
sein môüge. 


Der Quotient zweier linear unabhängiger Partikularlôsungen 
dieser Differentialgleichung bildet die Achse des Imaginären auf 
die Berandung eines einfach zusammenhängenden Kreisbogendreiecks 
ABC mit den positiven Winkeln 

ox = (a —a)x = 2vn; Br — (8 —-P'r; yx = (y—Y)x 
(wobei noch 8 — y ist) ab. 

Lassen wir den Punkt ic nach unendlich rücken, sodaf wir im 
unendlich fernen Punkt zwei singuläre Stellen vereinigt haben, 
und lassen dabei 8” — B' also auch y”— y! so mit c unendlich werden, 
daf _ nach —1 konvergiert, während y’+7 und B’B"—7y"7 
endlich bleiben, so erhalten wir durch Grenzübergang aus (4) 
die Besselsche Differentialgleichung : 

; dy. 1 dy AR SRC 

G) mtrdt(rs) = 0 

 m,(&) bildet sonach eine durch die Achse des Imaginären be- 
grenzte Halbebene auf ein Kreisbogendreieck ab, bei dem der 
singulären Stelle O ein bestimmter Dreieckseckpunkt À mit dem 
Winkel 2vx, der wesentlich singulären Stelle co die beiden Drei- 
eckseckpunkte B = —; und C — + mit unendlich grofien Win- 
keln entsprechen. 


Um dieses Grenzdreieck wirklich zu konstruieren, gehen wir 
von einem ,reduzierten Dreieck“') mit den Winkeln 


4,7 —= 2(v — E(v))x°?) = 2x bei À 


B,% 
VTT —= PT bei CO — +i 


Po T bei B — —: 


aus, dabei sei — um von vornherein Seitenüberschlagungen zu ver- 
meiden — die positive Grôfe y, der Ungleichung ): 


1) Wir bedienen uns der von Klein eingeführten Terminologie. Vgl. dessen 
oben zitierte Vorlesungshefte. 
2e (&) =A0) Fr rl 
E(x) = grôBite ganze Zahl unter x, für x = 1. 
3) Die Ungleichung folgt unmittelbar aus dem Begriff des ,reduzierten Drei- 
ecks* und aus den ,Ergänzungsrelationen“. 
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(6) v—E(r)—-i<yp<1 
anterworfen. 

An die Seite AB des Hilfsdreiecks hängen wir ÆE(v) Kreis- 
scheiben ,lateral“ an, die Einhängepunkte 4 und B werden da- 
durch nicht überdeckt, dagegen wird jeder andere Punkt der Kugel, 
also auch C, durch je 2 laterale Anhängungen, die der Zufügung 
einer vollen Kugelfläche gleichkommen, gerade einmal überdeckt. 

Ist also E(v) eine gerade Zahl, so resultieren ee Über- 
deckungen 1) für C. 


Ist E 2 eine ungerade Zabl, so ergibt der Proze 
E(v) — 
2 


E6)+1 


oder ten für C, je nachdem C schon 1e der 


ersten lateralen Anhängung überdeckt wird oder nicht. Das hängt 
davon ab, ob C auf der dem Dreiecksinneren zugewandten Seite 
des zu À B gehôrigen Kreises liegt oder auf der dem Dreiecks- 
inneren abgewandten. 

Der Grenzfall tritt ein, wenn C auf dem zu AB gehôrigen 
Kreise selbst liegt; mit Rücksicht auf die durch die Winkelgleich- 
heit bei B und C bedingte Symmetrie liegt dann auch B auf dem 
Kreise von 4 C und die beiden Seitenkreise fallen zusammen, was 
nur môüglich ist, wenn 


2(v — E(v)) gleich 1 oder 2 ist. B 
Wäre | 
y — E(v) = 1, Ve 
so müfte | 
Po — à 
sein, eine Annahme, die mit Rücksicht auf (6) aus- a,T-X| À 


zuschliefien ist; es bleibt also nur die Môglichkeït 
(Figur 1), daf 


v— Er) = #4 
ist. FT 
. Bei ungeradem Æ(v) erhalten wir demnach C 
E e Hi Figur 1 


Überdeckungen für » — E(v) = 4, 


Bo Pr en für v—E(v)=<À#; 


1) Die hier angewandte Methode zur Berechnung der Überdeckungen wird 
in allgemeinerer Form von Van Vleck in der Abhandlung , A determination of 
the number of real and imaginary roots of the hypergeometric series“, Trans. of 
the Am. Math. Soc. Vol. 3. $. 110ff. angegeben. 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys.,Klasse. 1916. Hett 2. 11H: 


194 H. Falckenberg und E. Hilb, 


gilt das Gleichheitszeichen, so erreicht überdies das Dreiecksgebiet 
den Punkt C gerade noch einmal, ohne ihn zu überdecken. — 

Auch an die Seite À C hängen.wir Æ(») Kreiïsscheiïben lateral 
an, wodurch für B die gleichen Überdeckungsverhältnisse ge- 
schaffen werden. 

SchlieBlich führen wir noch an der Seite BC einen »-maligen 
lateralen Anhängungsprozef aus und gehen zur Grenze für # = co 
über. Die Überdeckungszahlen von B und C, als der Einhänge- 
punkte, ändern sich dabei nicht mehr, während alle übrigen 
Punkte unendlich viele Überdeckungen erleiden. 

Da bei jeder lateralen Anhängung die an der betreffenden 
Seite anliegenden Winkel um x wachsen, so haben wir ein Dreieck 
mit den Winkeln 


an —= 2vx 


Br — fou Lee )+n).x 
= im (gp, +E(v)+n).x 


konstruiert, welches das nl Abbildungsdreieck ist. 


Figur 2. 


In Figur 2, bei welcher der bei allen Winkeln vorkommende 
Faktor x weggelassen ist, wird E(») — 0 angenommen; setzt man 
zunächst # — 0, so erhält man das reduzierte Dreieck, für » — 1 
ergeben sich an den Ecken B und C die durch den ausgezogenen 
Bogen markierten Winkel, für # — 2 müssen wir an beiden Ecken 
die gestrichelten Winkel zufügen, für » — 3 aufBerdem noch die 
punktierten u.s.f. Durchlaufen wir die Seite BC, so haben wir 
bald den Weg über S, bald den über 7 zu nehmen, je nachdem » 
eine gerade oder ungerade Zahl ist. Lassen wir schlieflich n un- 
endlich gro8 werden, so hat BC überhaupt keine feste Lage mehr, 
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sondern schwankt ständig zwischen den beiden hier angegebenen 
hin und her. Mit anderen Worten: Wir hängen in die Punkte 
B und C als Angelpunkte unendlich viele Vollkugeln ein; dadurch 
wird die Willkür in der Wahl des Winkels y,x aufgehoben!). 

Fertige Formeln für die Überdeckungszahlen der Eckpunkte 
eines Dreiecks hat zuerst Van Vleck?) aufgestellt. Allgemeiner 
und in den Resultaten handlicher sind die von Hurwitz®), die in 
unserem Fall für die Ecken B und C bezw. für +2 und — den 
Ausdruck 


HEC HS) LA (e + er 


ergeben, der, wie man sich sofort überzeugt, die drei verschiedenen 
oben gefundenen Resultate umfafit. 

Da das konstruierte Dreieck nur eine der durch die imagi- 
näre Achse getrennten Halbebenen abbildet, ergeben die Über- 
deckungszahlen nur die Anzahl der in on dieser Halbebenen — 
etwa der rechten — liegenden Nullstellen, wir müssen daher die 
angegebenen Zahlen mit 2 multiplizieren *), um die Zahl der inner- 
halb der beiden Halbebenen liegenden Nullstellen zu erhalten. 

Zu diesen Nullstellen kommen noch solche auf dem Rande 
der Halbebenen d. h. auf der rein imaginären Achse hinzu, wenn 
das Dreiïecksgebiet die Eckpunkte noch gerade erreicht, ohne sie 
zu überdecken. Wir sahen, daf dieser Fall eintritt, wenn ÆE(v) 
ungerade ist und gleichzeitig » — E(v) = + wird; und zwar er- 
gibt sich für H,(x) bez. H,(x) noch je eine rein imaginäre Null- 
stelle, die aber nicht als Doppelwurzel zählen darf, da die Diffe- 
rentialgleichung (4) keine Nebenpunkte hat. 

Aus der Hurwitzschen Formel ergibt sich dann für die ge- 
suchte Gesamtzahl der im Endlichen liegenden Nullstellen von 
H(x) und H}(x): 

EDF LE +3)—E für ES: 
E(v) für v— E(v) = 


1 
2 
1 
Ÿe 


1) Olbricht erhält die Figur, indem er die Zylinderfunktionen als Grenzfall 
der Kugelfunktionen auffaft, dabei schneidet er aber die x-Ebene längs der reellen 
Achse auf und erhält imaginäre Winkel. 


2)" c: 
3) ,Über die Nullstellen For hypergeometrischen Reihe*, Math. Ann. 64, 
S, 550, bezw. für »—Æ(r) = + S.535. Vel. auch die demnächst in den Math. 


Annalen erscheinende Arbeit von M en berr »Zur Theorie der Kreisbogen- 
polygone“ IL. 
4) Dabei ist im Falle von H, das Kreisbogendreieck an AC, von H, an 
AB zu spiegeln. 
15% 
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Die Stellen, an denen diese Zahl bei veränderlichem » springt, 
heben sich bei folgender Formulierung des Resultates deutlich 
hervor: : ù 

Verstehen wir unter n eine positive ganze Zahl, so ist die Anzahl 
der im Endlichen liegenden Nullstellen der Hankelschen Funktionen 


0 für v <$ 
2n—1 für v = a 
2n für —— <v< se 


Der Satz ist eine Verallgemeinerung des schon bekannten, 


wonach H° F3 (x) und Ho Ë (x) gerade » endliche Nallstellen be- 
sitzen. 


Gewundene Kurven vom Maximalindex. 


Von 


Hans Mohrmann in Clausthal i. H. 
Vorgelegt von Herrn F. Klein in der Sitzung vom 11. November 1916. 


Bezeichnet man als Ordnung einer algebraischen oder nicht- 
algebraischen Kurve im projektiven Raum die Maximalzahl, als 
Index die Minimalzahl der reellen Schnittpunkte der Kurve 
mit einer reellen Ebene, so sind die Kurven vomMaximal- 
index diejenigen, welche von keiner reellen Ebene in 
mehr als n und weniger als n—2 reellen Punkten ge- 
schnitten werden. Die Ordnung einer solchen Kurve beträgt 
n, ihr Index n — 2. 

Die Existenz gewundener algebraischer Kurven von der Ord- 
nung *# und vom Index n—2 folgt aus einem Satze von Herrn 
J. v. Sz. Nagy'). Beispiele algebraischer und nicht-algebraischer 
Kurven bilden, wie ich (in einer demnächst in den Mathematischen 
Annalen erscheinenden Arbeit) zeigen werde, die auf einem Hy- 
perboloïid gelegenen Kurven (2, #—2), welche die Erzeugenden 
der einen Schar teils in O0 und teils in 2 und jede Erzeugende 
der anderen Schar in #—2 reellen Punkten schneiden. 

Jede stetig gewundene Kurve vom Maximalindex 
ist notwendig frei von reellen Tangenten- und Tan- 
gentialebenen-Singularitäten. 

Die Maximalzahl der Züge einer Kurve vom Maximal- 
index beträgt # —2 und zwar besteht in diesem Falle die Kurve 
aus #—2 Kurvenzügen 3. Ordnung vom Index 1. Eine stetig ge- 

 wundene derartige Kurve ist notwendig auch frei von sin- 


1) Mathematische Annalen Bd. 77, S. 429. 
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gulären Punkten, sodaB diese Kurven in gestaltlicher Hin- 
sicht denkbar primitiv sind. ; 

Läft man Ecken zu, soda mañ z. B. einen paaren Kurvenzug 
4. Ordnung vom Index 2 mit einem Doppelpunkte als Paar unpaarer 
Züge mit je einer Ecke (im Doppelpunkt) auffassen kann, so gilt 
der letzte Satz nicht mehr. 

Diejenigen Kurven (2, #—2) vom Maximalindex, welche nicht 
die Maximalzahl reeller Züge aufweisen, besitzen Doppelpunkte. 
Es entsteht die Frage: besitzen die Kurven vom Maximalindex, 
welche nicht die Maximalzahl reeller Züge aufweisen, notwendig 
singuläre Punkte ? 

Die Frage ist zu verneinen. Es gibt vielmehr, wie ich an 
anderer Stelle zeigen werde, unikursale (rationale) algebraische 
Kurven vom Maximalindex ohne singulären Pankt, nämlich Kurven 
(1, —1) auf dem Hyperboloïid, welche jede Erzeugende der einen 
Schar in 1 und jede Erzeugende der anderen Schar in #—1 re- 
ellen Punkten schneiden. 

Hiermit ist zugleich eine andere gestaltliche Frage beant- 
wortet. Die einfachste stetig gekrümmte Kurve ist von der 2. 
Ordnung; die einfachste stetig gewundene Kurve von der 3. Ord- 
nung. Beide sind frei von Singularitäten. Die Kurve 2. Ordnung 
ist paar; diejenige 3. Ordnung unpaar. Ein unpaarer ebener 
Kurvenzug ohne singulären Punkt (Ecke, Doppelpunkt u.s. w.) be- 
sitzt nach einem Satze von Moebius (Werke II) immer minde- 
stens 3 reelle stationäre Tangenten (Wendepunkte). Man kônnte 
in Analogie vermuten, ein paarer Zug'einer gewundenen Kurve 
ohne singulären Punkt besitze notwendig reelle stationäre Ebenen, 
was also, dem Gesagten zufolge, nicht der Fall ist: es gibt viel- 
mehr gewundene unikursale Kurvenzüge beliebig hoher 
Ordnung ohne irgend eine reelle Punkt-, Tangenten- 
und Tangentialebenen-Singularität. 


Clausthal 1. H., den 20. August 1916.. 
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Über die Resistenzgrenzen von Mischkristallen und 
die Molekularverteilung in Raumgittern. 


Von 
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Mit 20 Figuren im Text. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 22. Juli 1916. 
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Läft man auf eine Reihe von binären Mischkristallen ein 
Agens wirken, das nur die eine Komponente des Mischkristalls 
angreift, so wächst seine Wirkunÿ nicht gleichmäfig mit dem 
Gehalt der angreifbaren Komponente, z. B. nicht proportional 
diesem Grehalt, sondern es finden sich bestimmte Resistenzgrenzen. 
Bis zu einem gewissen Gehalt, 9, der angreifbaren Komponente 
sind die Mischkristalle, abgesehen von der sehr geringen Zahl der 
angreifbaren Moleküle in der Oberfläche, gegenüber dem wirkenden 
Agens resistent. Nimmt die angreifbare Komponente bis zum Gre- 
balt 4, zu, so hôürt diese Schutzwirkung vollständig auf, und das 
Agens kann die angreifbare Komponente vollständig lôsen oder 
verändern. 

Die Mischkristallreihe zerfällt also hinsichtlich ihres Verhaltens 
gegen ein Agens, das nur auf eine der beiden Komponenten À 
wirkt, in 3 verschiedene Reïhen: 

1) Die Reïhe der Mischkristalle von 100 bis g, Grewichts- 
prozenten der angreifbaren Komponente; diesen Mischkristallen 
kann die angreïfbare Komponente vollständig entzogen werden. 

2) Die Reïhe der Mischkristalle von 9, bis g, Gewichtsprozenten 
der angreifbaren Komponente; diesen Mischkristallen kann auch 
bei langer Wirkung des Agens nur ein Teil der angreïfbaren 
Komponente entzogen werden. Im Extraktionsrückstande dieser 
Mischkristalle nimmt die Menge des angreifbaren Stoffs mit ihrem 
wachsenden Gehalt in den ursprünglichen Mischkristallen ab. 

83) Die Reïhe der Mischkristalle von 9, bis 0 Gewichtsprozenten 
der angreifbaren Komponente; diese Mischkristalle verlieren bei 
Einwirkung des Agens nur so viel vom angreifbaren Stoff, als 
A-Moleküle in ihrer Oberfläche sich befinden, praktisch sind sie 
also dem Agens gegenüber resistent. 

Dieses Verhalten einer binären Mischkristallreihe gegenüber 
einem Agens, das die eine der beiden Komponenten des Misch- 
kristalls nicht angreift, wurde auf Grund atomistischer Be- 
trachtungen zuerst abgeleitet und dann durch die Erfahrung be- 
stätigt. 

Diese atomistische Theorie bringt die beiden Resistenzgrenzen 
g, und g,, ausgedrückt in Molenbrüchen der nicht angreifbaren Kom- 
porente, in Beziehung zur Verteilung beider Molekülarten im Raum- 
gitter und zur Richtung, in der die Valenzen der angreifbaren Mole- 
küle im Raumgitter wirken. Die Verteilung beider Molekülarten 
entspricht der bestmôglichen, mit der Symmetrie des Gitters ver- 
träglichen Durchmischung. Hierauf wird späterhin ausführlich ein- 
zugehen sein. Vor allem handelt es sich darum, ihr den nôtigen 
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Boden in der Erfahrung zu schaffen. Zu diesem Zweck soll von 
den Methoden zur Bestimmung der Resistenzgrenzen ausgegangen 
werden. 


l. Experimenteller Teil. 


Methoden zur Bestimmung der Resistenzgrenzen von 
Mischkristallen. 


Die Auflüsung eines festen Kôrpers in einem Lôsungsmittel 


vollzieht sich bekanntlich nach der Gleichung : . = k.0.(a— x), 


oder {n 


;: “ fo k.O.t. Hier bezeichnet x die in Molen gemessene 


Menge des gelôsten Stoffes zur Zeit f, a die Konzentration der 
gesättigten Lüsung, O die Oberfläche des festen Küôrpers und # den 
Geschwindigkeitskoeffizienten. In vielen Fällen ist nach W.Nernst 


Ê= Fe in diesem Quotienten bedeutet D den Diffusionskoeffizienten 


des sich lôsenden Stoffes oder den eines gelôsten, die Auflüsung 
verursachenden Stoffes und Ô die Dicke der dem festen Stoff ad- 
härierenden flüssigen Schicht, in der die Konzentration des lüsenden 
Stoffes von a bis a—x sich ändert. 

Gesetzt, man bestimmte für eine Reïhe von Mischkristallen, 
deren eine Komponente À sich in dem betreffenden Lôüsungsmittel 
auflüst, deren andere Komponente B aber in diesem Lôsungsmittel 
unlôslich ist, die Konstante k, so würde man für Æ eine Abhängig- 
keit von der Zusammensetzung der Mischkristalle finden, die durch 
die Linie kg, kg, k — 0 (Fig. 1) wiedergegeben ist. 


A d1 2 B 


Figur 1. 
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Für die Mischkristalle von 9, bis B würde # — 0 sein, weil 
in ihnen durch die Gegenwart der unlôslichen Komponente B die 
lôsliche 4A-Komponente bis auf die relativ geringe Zahl der in der 
Oberfläche befindlichen A-Moleküle geschützt ist. Für die Misch- 
kristalle zwischen À und 9, würde Æ mit wachsendem Gehalt an B 
abnehmen, denn die Oberfläche O, die mit A-Molekülen besetzt ist, 
nimmt hier ab. In welcher Weise diese Abnahme stattfindet, mag 
dahingestellt bleiben; wenn nicht besondere Kunstgriffe angewandt 
werden, so wird Ô mit wachsendem Gehalt an À wegen Rauhwerden 
der Oberfläche zunehmen, und dadurch # erst recht mit wachsendem 
Gehalt an B abnehmen. In den Mischkristallen zwischen ÿ, und 9, 
sind die ÀA-Moleküle im Inneren der Mischkristalle nur teilweise 
geschützt; 4 wird sich hier auf einer Linie ändern, die durch die 
Punkte £g, und kg, geht, und die Linien 4kg, und kg, k — 0 schneidet. 

Bekanntlich ist die Bestimmung von # ziemlich schwierig in 
ihrer Ausführung; insbesondere würde die Herstellung hinreichend 
groBer Mischkristalle, von deren kristallographischen Flächen man 
eine bestimmte zu wählen hätte, auf sehr grofe Schwierigkeiten 
stofen. Diesen Schwierigkeiten kann man aus dem Wege gehn, 
indem man das Verfahren zur Bestimmung der Mischkristall- 
konzentrationen 4, und g, abändert. 

Zu diesem Zweck braucht man nur die Menge des Lüsungs- 
mittels so grof zu wählen, daf die Menge des gelôsten Stoftes À 
ihr gegenüber verschwindet. Die Menge des gelôsten Stoffes À 
wird dann proportional der Einwirkungszeit, und wählt man diese 
so groi, da sie zur Lüsung der ganzen 4-Menge im Misch- 
kristall g, hinreicht, so wird auch aus den A-reicheren Misch- 
kristallen die ganze A-Menge gelôst, wenn man nur für eine un- 
gefäbhre Gleichheit des Kornes der Mischkristalle. verschiedener Zu- 
sammensetzung Sorge trägt. Durch diese Wahl der Einwirkungs- 


dauer wird der Quotient &« — ne wo æ die gelôste Menge von À 


und y die ursprünglich im Mischkristalle vorhandene A-Menge be- 
deutet, für die Mischkristalle von À bis g, gleich 1 (œ — 1). 

Für die Mischkristalle von B bis 9, wird &« — 0 sein, und 
für die Mischkristalle von g, bis g, wird sich « von 0 bis 1 pro- 
portional dem abnehmenden Gehalt an B ändern. Diese Abhängig- 
keit des Quotienten « von der Zusammensetzung der Mischkristalle 
gibt Fig. 2 wieder. 

Nach diesem Verfahren wurden') für die Mischkristalle von 


1) Nachrichten der Kônigl. Ges. d. Wiss. zu Gôttingen, 1914, S. 355 u. f. 
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A 91 2 B 


Figur 2. 


Gold-Silber und von Gold-Kupfer die Resistenzgrenzen der Wir- 
kung von Salpetersäure bestimmt.  Dieses Verfahren erfordert 
immerhin noch eine Reïhe quantitativer Bestimmungen und eine 
nicht zu geringe Menge der zu untersuchenden Mischkristalle. 

Das folgende Verfahren gestattet die analytischen Bestimmun- 
gen zu umgehen und mit äuferst geringen Mengen von Misch- 
kristallen die Bestimmung der Resistenzgrenzen g, und g, auszu- 
führen. 

Läft man auf eine Reihe von Mischkristallen bekannter Zu- 
sammensetzung ein Agens wirken, welches mit ihrer 4-Komponente 
eine unlôsliche Verbindung bildet, das aber auf die B-Komponente 
keine Wirkung ausübt, so wird auf der Oberfläche der Misch- 
kristalle von B bis g, die Bildung der Verbindung sich der Beob- 
achtung entziehen, weil hier die Schicht der gebildeten Verbindung 
entweder zu dünn ist oder sich in dem betreffenden Agens auflôst. 
Es handelt sich hier um die Bildung einer Schicht von der Dicke 
eines Moleküls der Verbindung. Die Mischkristalle von g, bis B 
werden sich also nicht verändern, während die Mischkristalle von 
A bis y, sich mit einer gleichmäfBigen Schicht der Verbindung be- 
decken. Die Mischkristalle zwischen 9, und 9, werden viel lang- 
samer verändert und kônnen daher als nur teilweise verändert 
erscheinen. 

Man kann also ihrem äuferen Ansehen nach die ganze Misch- 
kristallreihe in 3 Teile zerlegen: 1) die gleichmäfig veränderten 
(œ — 1), 2) die ungleichmäfig veränderten (« — 1 bis 0) und 
8) die unveränderten Mischkristalle (« = 0). Nach diesem Ver- 
 fahren sind im Folgenden für die Cu-Au- und die Ag-Au-Misch- 
kristalle die Resistenzgrenzen bezüglich einer Reïhe von Re- 
aktionen festgestellt worden. 
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Ein drittes Verfahren, nach dem die Resistenzgrenze g, me- 
tallischer Mischkristalle festgestellt werden kann, bietet die Mes- 
sung der elektromotorischen Kräfte der Mischkristalle in den Lô- 
sungen ihrer unedleren Komponente gegen eine beliebige andere 
Elektrode. Die Mischkristalle von g, bis zum reinen edleren Me- 
tall zeigen, wie zu erwarten ist, die Spannung des edleren Me- 
talls, von der Zusammensetzung g, an fällt dann die Spannung 
schnell ab. 


Die Resistenzgrenzen der Gold-Kupfer-Legierungen. 


Kupfer und Gold bilden nach Kurnakow u. Zemczuzny ‘) eine 
lückenlose Reihe von Mischkristallen. Da bei der Kristallisation 
ibrer flüssigen Mischungen sich Schichtkristalle bilden, müssen die 
Legierungen noch getempert werden. 

Die Legierungen wurden durch Zusammenschmelzen von Au und 
Cu in Kohlerôhren hergestellt, sie wurden bei 800° getempert 
und die Reguli kalt ausgewalzt. Aus den Blechen von etwa 
0.1 mm Dicke wurden in der Regel kleine Plättchen von 50 qmm 
geschnitten. Die Plättchen befanden sich im sogenannten ,harten“ 
Zustande. 


1. Resistenzgrenzen gegen schwefelhaltige Agentien. 


a. Verdünnte Lôsung von gelbem Schwefelammonium (N Hi} S2 bei 15°. 
Plättchen von 500 qgmm 


0.824. 0,792 0,757 0.718 0.674 0.628 Mol Cu 
* gleichmäfBig mit| wenige breite wenige schmale unverändert blank 
schwarzer unveränderte schwarze 
loekerer Schicht Streifen Streifen 
bedeckt 
ebenso Streifen Streifen breiter unverändert blank 
schmäler 


gleichmëBig 


auf schwarzem 


Plättchen von 50 gmm 


dunkler gewor- 


unverändert blank 


schwarz Grunde wenige dener, kein 
blanke Streifen schwarzer 
Streifen 
ebenso gleichmäfig ein blanker unverändert blank 
schwarz Streifen auf 
schwarzem 
Grunde 


nach 9 Stunden: 


nach 96 Stunden | 


nach 3 Stunden 


nach 96 Stunden 


Die Resistenzgrenze der Cu-Au-Mischkristalle gegen (NHi) Se 
liegt also bei $ Mol Cu, und die Grenze zwischen gleich- und 


1) Zeïitschr. f. anorg. Chem. 54, 149, 1907. 
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ungleichmäBiger Wirkung von (NHiS> liegt bei 0,808 Mol Cu, 
0.8125 Mol Cu würden 13 Mol Cu entsprechen. 

Die blanken Streifen auf dunkelem Grunde und die dunkeln 
auf blankem Grunde verlaufen in der Walzrichtung. In dieser 
Richtung sind Teile eines Kristalliten oder einer Gruppe von 
Kristalliten gegen einander verschoben worden; die hierdurch ent- 
standenen Lamellen bedecken also in Form von Streifen die Ober- 
fläche des Plättchens. Der Grund der verschieden schnellen Ein- 
wirkung von (NH42S2 auf diese Lamellenstreifen ist vielleicht in 
einer nicht vollständig gleichen Zusammensetzung einzelner Kri- 
stallite zu suchen. 

Für die Feststellung der Grenze gleich- und ungleichmäfiger 
Wirkung ist die Wahl grôBerer Plättchen günstiger, weil auf 
grôüBeren Flächen eines Kristallitenkonglomerates die Wahrschein- 
lichkeit des Hervortretens einer ungleichmäfigen Wirkung grôBer 
ist als auf einer kleineren Fläche. 

Von Bedeutung für die Feststellung der Resistenzgrenze kann 
noch die Reiïnheit der Oberfläche des Plättchens sein. Auf Plätt- 
chen mit 0.718 u. 0.628 Mol Cu, die längere Zeit gelegen hatten, 
nachdem sie mit einer Fettsäure in Berührung gekommen waren, 
wurden nach der Wirkung von (NH: S> schwarze Flecken, die 
Abdrücke von Fingern, beobachtet. Nach Reinigung der Plättchen 
treten diese schwarzen Flecken nicht wieder auf. Da die Resi- 
stenzgrenze der Au-Cu-Legierungen gegenüber anderen Agentien 
bei 4 Mol Cu, also bei kleinerem Cu-Gehalt als die gegen (NH: Se 
liegen kann, ist die Bildung jener schwarzen Flecken ganz ver- 
ständlich. 

b. Lôsung von NæS 0.1 Mol pro Liter. 


0.824 0.792 0.757 0.718 0.674 0.628 Mol Cu 
schwarze schwarze unverändert unverändert blank nach 1 Stunde 
Streifen auf Flecken 
dunkelem 
Grunde 
schwarze Flecke vermehrt Färbung unverändert blank nach 72 Stunden 
Streifen zahl- und vergrôBert  dunkler und 
reicher und Flecke 
breiter 


Die Lôsung von NaS wirkt viel langsamer als die von 
(NH: Se auf dieselben Legierungen. Daher erscheint die Legierung 
mit 0.757 Mol Cu, nachdem sie 1 Stunde’in der Lôüsung gelegen, noch 
fast unverändert, während sie durch die viel verdünntere (NHih Ss- 
Lôsung in derselben Zeit deutlich geschwärzt wird. Nach längerer 
Zeit gleichen sich diese Unterschiede aus, doch war auch nach 
72 Stunden die Legierung mit 0.824 Cu noch nicht gleichmäfig 
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schwarz geworden. Bei längerer Einwirkung der NæS-Lüsung 
oder Zugabe von ein wenig Schwefel zu ihr wäre wohl auch diese 
Legierung wie in der (NH) S-Lôüsung gleichmäfig schwarz ge- 
worden. Man ersieht, daf die Anwendung eines schneller wir- 
kenden Agens für die Feststellung der Grenzen g, und g, sebr 
viel bequemer ist als die eines langsam wirkenden Agens. 


c. H:$ haltige fenchte Lauft. 


0.824 0.792 0.757 10.718 0.674 0.628 Mol Cu 
fast gleich- dunkeler dunkeler unverändert blank nach 
mäfig keine schwarzen Streifen 2 Tagen 


schwarz, doch 
sind dunklere 
Streifen auf 
weniger dun- 
kelem Grunde 
zu erkennen 


gleichmäBiger wenige dunkeler, keine unverändert blank nach 
schwarz schwarze schwarzen 5 Tagen 
Streifen Streifen 


d. Lôüsung von 0.5 ‘Jo Schwefel in trocknem CS: (Gegenwart von Ca Cl). 


“0.900 0.875 0.850 | 0.825 0.792 0.757 0.719 0.674 0.628 Mol Cu 
gleichmäfig vieleschwarze wenige sehr wenige unverändert blank nach 
schwarz Streifen schwarze schwarze 1 Tag 
Streifen Streifen 
ebenso mehr Streifen mehr Streifen sehr wenige ebenso nach 
| Streifen 2 Tages 
ebenso viele breite schmale sehr wenige ebenso nach | 
Streifen Streifen schmale 30 Tage 
Streifen 


Die Wirkung' der Lôsung von S in CS: wird sehr stark ge- 
hemmt, wenn die Plättchen längere Zeit an der Luft gelegen 
und sich mit einer kaum sichtbaren Schutz-Schicht bedeckt 
haben. Wenn man die Plättchen nicht vorher mit dem Messer 
sorgfältig schabt, so werden sogar Plättchen, die nach dem Schaben 
gleichmäBig schwarz gefärbt werden, nur wenig und ungleichmäfig 
geschwärzt. 

Gegenüber den vier S-haltigen Agentien ist die Resistenz- 
grenze der Cu-Au-Mischkristalle dieselbe, nämlich $ Mol Cu. Die 
Grenze zwischen gleichmäfiger und ungleichmäfiger Wirkung, 
deren Feststellung naturgemäB schwieriger ist, und auf die sowohl 
die Zeit als auch der Zusammenhang des Niederschlages einen 
Einfluf hat, liegt bei den langsam wirkenden Agentien: H2$, Na S 
und S bei etwas hôüherem Cu-Gehalt der Mischkristalle als bei dem 
schnell wirkenden Agens (NH4)282, vielleicht weil letzteres einen 
lockereren, besser deckenden und weniger schützenden Niederschlag 


Resistenzgrenzen von Mischkristallen und Molekularverteilung in Raumgittern. 207 


von Schwefelkupfer erzeugt als die langsam wirkenden Agentien, 
bei denen der fester haftende Niederschlag besser schützt und 
weniger deckt, weil er dünner ist. 

Bei den langsam wirkenden Agentien liegt die Grenze zwischen 
gleichmäBiger und ungleichmäfBiger Wirkung bei mehr als 0.825 
Mol. Cu, während sie für (NH4} S: etwas unter 0.8125 (13) Mol. Cu 
liegt. 


2. Resistenzgrenzen gegenüber der Wirkung des Selens. 


Bei den Analogien zwischen Schwefel und Selen würde man 
für die Wirkung des Selens auf die Cu-Au-Mischkristalle die Re- 
sistenzgrenzen gegen Schwefel erwarten, das ist aber nicht der 


Fall. 
Gesättigte Lôsung von Selen in CS> in Gegenwart von CaCk. 
200.757 0.719 0.674 0.628 0.571 | 0.452 0.259 Mol Cu 
die Hälfte 2 schwarze  viele violette violette violette unveränderte nach 
schwarz, Flecken, Streifen Streifen Flecken Färbung 10 Tagen 
violetter viele violette ù 
Grund Streifen 


Die Plättchen waren mit dem Messer geschabt, die hierdurch 
entstehenden Schabestreifen wurden in der Regel zuerst verfärbt. 

Die Resistenzgrenze liegt hier nicht wie bei der Wirkung des 
Schwefels bei $ Mol Cu, sondern bei # Mol Cu. Die Grenze 
zwischen gleichmäfiger und ungleichmäBiger violetter Färbung 
scheint bei $ Mol Cu zu liegen. Da aber die Se-Lôüsung ein sehr 
langsam wirkendes Agens ist, so würde sich bei längerer Ein- 
wirkung diese Grenze wahrscheinlich zu kleineren Cu-Gehalten 
verschieben, und vermutlich wie bei anderen Agentien mit der 
Resistenzgrenze 4 Mol. Cu auf 5 Mol Cu fallen. 


3. Resistenzgrenzen gegenüber Sauerstoff. 


Eine ganz besondere Stellung nimmt der gasfôrmige Sauer- 
stoff bei etwas erhôhter Temperatur ein, bei 10 bis 20° wirken 
dagegen viele Oxydationsmittel mit den Resistenzgrenzen des 
Schwefels. Die Oxydationsmittel mit der Resistenzgrenze £ Mol Cu 
sind: Wasserstoffsuperoxyd, Pikrinsäure, Lufthaltige alkalische 
Lüsungen von weinsaurem Natron und Lufthaltige Salzsäure. 

Es gibt aber auch noch Oxydationsmittel, wie die Lôsung 
von Chromsäure, welche ihre Wirkung auf einen hôheren Au-Ge- 
halt, bis 4 Mol Au, erstrecken. Auch ein Oxydationsmittel mit 
der Resistenzgrenze ÿ Mol Cu wurde gefunden. 


schwarz 


blau 


schwarz 
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Oxydationsmittel mit der Resistenzgrenze $ Mol Cu. 


a. In eine Lôsung von 5° H2S04 und 5% H20z:, verteilt 
auf einzelne Probiergläser, werden die Cu-Au-Plättchen gebracht. | 
Nach 2 Tagen ist die Resistenzgrenze deutlich am Cu-Gehalt der 
Lôsungen zu erkennen und ändert sich im Verlauf von weiteren | 


4 Tagen nicht. Das Aussehen der Plättchen selbst ändert sich 
erst, nachdem ïihnen erhebliche Cu-Mengen entzogen sind. Sie 
werden dunkel und verziehen sich um so stärker, je mehr Cu sie 
verlieren. Auch das Plättchen mit 0.757 Mol Cu behält seine ur- 


sprüngliche Farbe, wie die Cu-ärmeren Plättchen. 


0.824 
bellblau 


blau 


schwarz 


blau 


» 


schwarz 


0.792 
farblos 


»” 


schwarz 


blau 


»” 


schwarz 


0.718 0.674 0.628 Mol Cu 
farblos 


0.757 
farblos farblos 
” » 
schwarz gelb 
farblos | farblos 
SE 
schwarz | hellbraun 


»” 


gelb 


farblos 


» 


gelb 


Farbe der Lüsung na 
1 Tage 
Farbe der Lôsung na 
2 Tagen 
Farbe der Lôsung na 
2 Tagen und Zusatz v 
H25 
Farbe der Lôüsung na 
Tagen 
Farbe der Lôüsung na 
48 Tagen 
Farbe der Lôüsung na 
48 Tagen und Zusatz v 
HS 


Die Resistenzgrenze ergibt sich zu 0.757 Cu, da aus dieser 
Legierung, nach der Farbe, die H2$ in der Lüsung hervoruft, zu 
urteilen, mindestens 10 mal mehr Cu gelôüst wird als aus der mit 


0.718 Cu. 


Obwobhl sich das Aussehen des Plättchens mit 0.757 nicht 


verändert hat, während sich die Cu-reicheren sehr viel dunkler ge- 
färbt haben, ist die Resistenzgrenze bei 0.757 Cu anzunehmen, da 
die dieser Legierung entzogenen Cu-Mengen sehr erheblich grôfer 
sind als die den folgenden Cu-ärmeren entzogenen Cu-Mengen. 

In einer 10 ‘/cigen H:2 SOs-Lôüsung geben die Plättchen während 
21 Tagen nur Spuren von Cu ab. Je 2 cem der 10 ‘Joigen Hs SO4- 
Lôsang wirkten auf die Plättchen und wurden nach 21 Tagen mit 
je 1 Tropfen H:S-Wasser versetzt; die Intensität der hierdurch 
hervorgerufenen Gelbfärbung änderte sich mit dem Cu-Gehalt der 
Plättchen unregelmäBig. Vergleicht man die Wirkung der Sauer- 
stoffhaltigen H:SO:-Lüsung mit der He O-haltigen, so ersieht man, 
daB es sich bei Wirkung der letzteren Lüsung um die des Hz: 0: 


handelt. 


b. Dieselbe Resistenzgrenze ergibt sich für die Wirkung von 
H:0% in alkalischer Lôsung. Da das hierbei sich bildende Cu O- 


]ättchen: 


Lôsung : 
Lôsung 
+ HS 


ättchen: 


 Lôsung 
+ HS 
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Hydrat von der alkalischen Lôüsung nicht gelôst wird, so kann 
die Resistenzgrenze durch Feststellung der Oberflächen-Veränderung 
ermittelt werden. 

In einer flachen Schale wurden die Plättchen mit einer Lü- 
sung, die b°/o H202 und 5°) NaOH enthielt, übergossen; nach 
2 Tagen wurde die Lôüsung erneuert. Mit der Zeit verwandelte 
sie sich in eine Karbonatlôsung, enthielt aber nach 45 Tagen noch 
H2 O>. 

0.900 0.875 0.850 0.824 0.792 0.757 | 0.718 0.674 0.628 Mol Cu 


schwarze Streifen wenige unverändert unverändert nach 1 Tage 
auf violettem dunkle 
Grunde Streifen 
schwarze Streifen, die den gekratzten unverändert nach 10 Tagen 
Stellen der Plättchen entsprechen, Grund auch nach 45 Tagen unverändert 


dunkler geworden 


Wasserstoffsuperoxyd wirkt in saurer sehr viel schneller 
als in alkalischer Lôsung auf die Cu-Au-Mischkristalle. In der 
sauren Lüsung wird das gebildete Oxydul durch Auflüsung ent- 
fernt, in der alkalischen Lôüsung bedeckt es als schützende, sich 
weiter oxydierende Haut die Cu verlierenden Stellen. Jedenfalls 
ergibt sich bei langer Wirkungsdauer der alkalischen O:-haltigen 
Lôüsung dieselbe Resistenzgrenze, die sich für die Wirkung von 
H2 O2 in saurer Lôüsung ergab. In beiden Fällen gibt die der Re- 
sistenzgrenze benachbarte Legierung mit 0.792 und erst recht die 
mit 0.757 langsam ïihr Cu ab. à 

c. In einer alkalischen lufthaltigen Lôüsung von weinsaurem 
Natron geht die Oxydation der Cu-Au-Legierungen nicht lang- 
samer vor sich als in der alkalischen Lôüsung von H2 02 und die 
Veränderung der Oberflächen der Plättchen ist in der Tartrat- 
Lôüsung deutlicher als in der Lôüsung des H202 Auf die in Pro- 
biergläsern verteilten Plättchen wirkte eine Lôsung von 0.1 Mol 
weinsaurem Natron und 0.2 Mol NaOH im Liter. 


0.900 0.875 0.850 0.824. 0.792 0.757 0.718 0.674 0.628 Mol Cu 
blau und  violett violett schwach dunkle wenige |die ganze Oberfläche ist 
gelb und blau und blau  violett Streifen dunkle |unverändert nach 6 Tagen 
Streifen 
die ganze Oberfläche ist in dieser Weise| nur ein Teil der 
verändert Oberfläche ist ver- 
ändert 
bläulich  bläulich  farblos  farblos farblos farblos nach 6 Tagen 
dunkele Färbung sichtbar senkrecht zur | Färbung sichtbar : PC) 
Rohrachse parallel zur Rohr- 
achse 
schwarz  violett violett heller, violette wenige |unveränderte Farbe nach 
und bunt violett Streifen Streifen 29 Tagen 
schwarze Färbung, die mit abnehmendem Cu-Gehalt der farblos nach 29 Tagen 


Plättchen schwächer wurde. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1916. Heft 2. 14 
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Im Verlauf von 23 Tagen ändern sich also die Resistenz- 
grenzen der Cu-Au-Mischkristalle gegenüber der Wirkung des ge- 
lôsten Sauerstoffs nicht. Die Wirkung geht mit der Zeit nur in 
die Tiefe des Mischkristalls, überschreitet aber die Resistenz- 
grenze nicht. 

d. Eine Reihe von aromatischen Nitrokôrpern in wässerigen 
oder alkalischen Lôsungen wirken auf metallisches Kupfer ein, 
einer der schneller wirkenden Kôürper ist die Pikrinsäure. 


1 ‘oige alkoholische Pikrinsäure. 


0.224 0.792 0.757 0.719 0.628 
auf dunklem gleichmäfig 3 dunkele unverändert nach 5 Tagen 
Grund blaugrüne dunkel Stellen 
und braune Flecke 
und braune 
Streifen 
auch bunte dunkle braune 3 braune unverändert nach 11 Tagen 
Streifen Streifen Stellen 


e. Das Cu ist zu edel, um den Wasserstoff aus einer Lôsung 
von HCI zu verdrängen, in sauerstoffhaltiger Salzsäure lôst es 
sich aber langsam und bedeckt sich mit CuCL Man hat also zu 
erwarten, da bei der Wirkung von sauerstoffhaltiger Salzsäure 
auf die Cu-Au-Mischkristalle die Resistenzgrenze der Sauerstoff- 
wirkung gefunden wird. 

Plättchen gleicher Oberfläche (120 qmm) wurden je in ein Pro- 
bierglas gebracht, welches mit 4 cem 10 ‘oiger Salzsäure beschickt 
war; nach b Tagen wurden je 2 cem der Lôsung abpipettiert 
und mit HS-Wasser versetzt; nach 10 Tagen wurde zum Rest 
H S-Wasser gefügt. 


0.824 0.792 0.757 | 0.718 0.674 0.628 0.571 0.452 0.259 Mol 
Lôsung:  grünlich grünlich farblos farblos nach 5 Tagen 
+ HS starker schwächerer  Färbung hell hellgelbe Färbung nach 5 Tagen 
Niederschlag Niederschlag braunschwarz | braun 
+ HS Niederschlag es braun hellgelbe Färbung nach 10 Tagen 
gefärbt 


Aus der Legierung mit 0.757 Cu mag sich mindestens 10 mal 
so viel Cu als aus der mit 0.718 Cu gelôst haben. Auf den 
Plättchen mit 0.82 und 0.79 Cu sind feine vertiefte Rillen parallel 
der Walzrichtung deutlich zu erkennen, auf den anderen Plättchen 
sind solche Spuren der Einwirkung nicht mehr wahrzunehmen. 
Die Resistenzgrenze ist, wie erwartet wurde, die der Sauerstoff- 
wirkung. 

Setzt man zur Salzsäure einen das Kupfer fällenden Stoff, 
K:FeCy6, so umhüllen sich die Plättchen, welche merkliche 
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Mengen Cu abgeben, mit einer braunen Fällung von Cu FeCys, 
wodurch die Resistenzgrenze durch Veränderung der Plättchen 
selbst bequemer zu beobachten ist. 

Auf die Plättchen wirkte eine Lôüsung, moe im Liter 0.1 
HCI+0.025 Hi1FeCye enthielt. 


0.824 0.792 0.757 0.718 0.674 0.628 0.571 Mol Cu 
brauner Nieder-  braune sehr dünne Färbung der Plättchen unverändert 
schlag, streifig  Färbung Haut nach 10 Tagen 
in der Walz- 

richtung 


f. Eine Lôsung von salpetriger Säure entzieht den Cu-reicheren 
Plättchen, von 0.824 Mol Cu an, in einigen Stunden ihr Cu, es 
bleiben dann weiche schwammige Gebilde zurück, die den ursprüg- 
lichen Plättchen ähneln. 


0.5 Mol NaNO:+0.5 Mol H: SO4 im liter. 


0.824 0.792 0.757 0.718 0.674 0.570 0.452 Mol Cu 
Plättchen: schwarz schwammig dunkel und unverändert nach 1 Tage 
brüchig 
Lüsung grün hellblau farblos farblos 
+ H2S schwarz braun  bheller braun | gelbe Färbung 


Oxydationsmittel mit der Resistenzgrenze 4 Mol Cu. 


a. Wirkung einer 2fach normalen Lôsung von CrOs in Wasser. 


0.628 0.571 0.452 0.259 Mol Cu 
violett in violett, unverändert nach 3 Tagen 
mehrere Stücke mehrere Risse 
zerfallen 
dunkel, violett violett unverändert nach 33 Tagen 


b. Auch Übermangansäure wirkt auf die Cu-Au-Mischkristalle 
bis zum Molenbruch 4. Die Plättchen wurden in Probiergläsern 
mit je 10 cem einer Lôsung von 0.01 Mol K MnO4 + 0.005 Mol 
H2 SO: übergossen. 


824 0.792 0.757 0.718 0.674 0.628 0.571 0.452 0.259 0.240 0.000 Mol Cu 


_"..—…—.— 
schwarz und bunt wenig bunt | orange Streifen dunkeler nach 15 Minuten 
schwarz, gelb 
bunt 
CD 2 ETES En es : à ————— / 
gleichmäfig schwarz eine Seite  violett orange nach 12 Stunden 
schwarz, 
die andere 
violett 
a ne” 
gleichmäbig schwarz dunkel- orange nach 50 Tagen 
violett 


14* 
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Auf den Plättchen mit weniger als 4 Mol Cu und auch auf 
reinem Grolde setzt sich aus der Lôüsung eine Haut von Mn O»- 
Hydrat ab, wodurch die gelben Plättchen orange gefärbt werden. 

c. Für die Wirkung kochender konzentrierter Salpetersäure 
wurde früher !) die Resistenzgrenze 4, der Cu-Au-Legierungen zu 
4 Mol Cu und die Grenze y, zwischen vollständiger und nicht 
vollständiger Cu-Extraktion zu ÿ Mol Cu gefunden. 

d. Für die Wirkung einer 5 °Joigen Lôüsung von Nitroprussid- 
natrium ergab sich die Resistenzgrenze zu #4 Mol Cu: 


0.900 0.875 0.757 0.718 0.670 0.571 | 0.452 0.259 Mol Cu 
Plättchen: grau grau- blind blind teilweise unverändert nach 
braun und blind 1 Tage 
grauer 
Belag 
D 
blind und zum Teil unverändert paich 
dunkle blind 2 Tagen 
Streifen 


Oxydationsmittel mit der Resistenzgrenze 5 Mol Cu. 


Eine Lôüsung, welche 10 (jo H2SO4 und 1 ° NH4 VO: enthält, 
wirkt auf die Cu-Au-Plättchen, indem die gelbe Färbung der Lü- 
sung in blau umschlägt. Fügt man zu den Plättchen in einzelnen 
Probiergläsern je 1 cem jener Lüsung, so tritt der Umschlag in blau 
bei den Cu-reicheren Plättchen schon nach einem Tage ein. Die 
Oberfläche der Plättchen wird bei dieser Wirkung nur wenig ver- 
ändert, doch lassen sich bei allen Plättchen, bei denen der Um- 
schlag eintritt, feine Rillen erkennen. 


0.900 0.875 0.850 0.824 0.792 0.757 0.718 0.670 0.628 |0.571 0.452 0.259 Mol Cu 
D 
Lôsung blau grün grün- unvyer- unverändert nach 
gelb ändert 1 Tage 
gelb 
Lôsung blau gelb |unverändert gelb nach 
8 Tagen 
Se DE, A SR NID EE 
Lüsung blau Stich |unverändert gelb nach 
ins 32 Tagen 
Grüne 


Das Plättchen mit 0.628 Mol. Cu enthält nur sehr wenig mehr 
als 5 Cu, dementsprechend ist seine Wirkung auf die Lôüsung nur 
sehr gering, immerhin hat die auf dieses Plättchen wirkende Lô- 
sung nach 1 Monat einen etwas anderen Farbenton als die Ver- 
gleichslüsung. 


1) Nachrichten der Kônigl. Ges. d. Wiss. zu Gôttingen 1914, S. 355 u. f. 
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Die Wirkung von gasfürmigem Sauerstoff. 


Die Plättchen wurden in der Luft auf die unten angegebenen 
Temperaturen erhitzt. Um ihre Veränderungen bequem zu beob- 
achten, wurde in ein Glasrohr eine Rolle ausgeglühten Asbestpapiers 
gebracht und die Plättchen zwischen die Glaswand und das Asbest- 
papier geschoben. Das Glasrohr wurde in einem Luftbade erhitzt. 

_ Bei 123° 
0.824 0.792 0.757 0.718 0.674 0.628 0.571 0.452 0.259 Mol Cu 


me rm ane Ra 
keine merkliche Veränderung nach 7 Stunden 
violette gelbe Streifen gelbe Partien unver- nach 2 Tagen 
Streifen ändert 
4 D es 2 D, A 2 
violette orange Streifen nach 6 Tagen 
und blaue 
Streifen 
Bei 156° 
0.452 0.259 0.236 0.139 0.120 0.110 0.090 Mol Cu 
nn, me” nn PO, 0 me | 
an den Rändern Veränderung unverändert nach 0.5 Tagen 
orange fraglich 
an den Rändern an den Rän- unverändert nach 2 Tagen 
blau purpur purpur dern orange 
von den Rändern aus Reïhenfolge nach 4 Tagen 
ne, ee” 
braun grün blau blau orange unverändert 
gelb blau purpur  purpur 
grün purpur orange orange 
blau 
Bei 186° 
0.452" 0,259 = 0.236: 0.139 0.120 0.110 0.090  0.0337 Mol Cu 
gelb blau blau orange dunkler gelb sebr wenig unver- nach 
grün purpur purpur dunkler ändert 1 Tage 
blau orange 
braun braun  grün blau purpur purpur purpur: orange, nach 
und und und purpur orange orange orange wenig 2 Tagen 
bunt bunt bunt purpur 


Die Anlauffarben der Plättchen durchlaufen bei verschiedenen 
Plättchen und an derselben Stelle eines jeden Plättchens immer die 
Skala: orange, purpur, blau, grün, gelb, braun. In b ‘/ciger Salz- 
säure lôsen sich die dünnen Schichten und die Flüssigkeit nimmt 
die Farbe einer Lüsung an, welche der Empfndlichkeitsschwelle der 
Reaktion von Fe SO4 auf AuCl entspricht, sie enthält also Gold- 
partikel. Ein Zusatz von FeSO4 verstärkt aber diese Färbung 
nicht, woraus folgt, da sich kein Goldoxyd beim Anlaufen der 
Plättchen gebildet hat, wohl aber sind bei der Bildung von Cu0 
Goldteilchen abgesprengt worden. 
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Die Cu-Au-Mischkristalle widerstehen also auch bei relativ 
tiefen Temperaturen bis zu 0.034 Mol. Cu — 1.08 °/o Cu und wohl 
auch bei noch geringerem Cu-Gehalt der Wirkung des Luftsauer- 
stoffs nicht. 

Je hôher die Temperatur ist, um so schneller wird die Skala 
der Anlauffarben bei gleichem Au-Gehalt durchlaufen. Diese Ge- 
schwindigkeit wird durch wachsenden Au-Gehalt erheblich ver- 
ringert. 

Glüht man die Ecke eines Plättchens in einer Bunsenflamme, 
so bildet sich merkwürdigerweise erst in einer gewissen Ent- 
fernung von der heifesten Stelle ein Anlauf, je Cu-ärmer das 
Plättchen ist, um so mehr vergrôfiert sich diese Entfernung. 
Auch ein Plättchen mit 1.08 °/o Cu zeigt nach wenigen Minuten 
einen deutlichen braun bis violetten Anlauf. 

Zwei Ursachen kônnen das Fehlen einer Resistenzgrenze be- 
dingen. Die Sauerstoffmoleküle kônnten in das Innere der Misch- 
kristalle dringen, und wenn die Temperatur hinreichend hoch ist, 
mit merklicher Geschwindigkeit das Cu oxydieren, oder, wenn 
durch Temperaturerhôhung das Diffusionsvermügen des Cu im 
Mischkristall hinreichend grofi geworden ist, gelangen merkliche 
Cu-Mengen an die Oberfläche und werden hier oxydiert, wodurch 
neue Cu-Mengen zur Oberfläche fliefen. Zwischen diesen beiden 
Môglichkeiten entscheiden folgende Versuche. 

Erhitzt man die Cu-Au-Mischkristalle nun auf PES s0 
findet man folgende Veränderungen: 


0.900 0.875 0.850 0.825 0.792 0.757 0.719 0.679 0.628 0.571 0.452 Mol Cu 
ee, me 
Ränder schwach orange  auferordent- unverändert nach 2 Ta; 
groBer lich schwache 
oranger orange 
Fleck Streifen 
Ränder purpur geworden ebenso unverändert nach 6 Ta, 


auf orangem Grunde 
dunkler orange Flecke 


Purpurfarbe deutlicher und  schwache, unverändert nach 20 Tag 
an einer Stelle blau aber dunkle 
orange 
Streifen 
Ränder blau, dann purpur Veränderung unverändert nach 28 Tag 


auf orangem Grunde nicht stärker 
purpur Flecke 


Die Veränderungen gehn zuerst schneller dann aber sehr viel 
langsamer vor sich. Es scheint, daB eine kohärente Cu:0-Schicht | 
die Plättchen vor stärkerer Veränderung schützt; jedenfalls ist die | 
Veränderung nicht proportional der Zeit und dem Cu-Gehalt. Die | 


| 0.824 
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gestellte Frage wird also darch diesen Versuch noch nicht ent- 
schieden, weil hier ein Novum, die Bildung einer schützenden Haut, 
eingetreten ist. 

Erhitzt man die Plättchen in einem H2S-Strom bei 103—105°, 
so findet eine sehr viel schnellere Veränderung derselben statt; 
die Anlauffarben durchlaufen dabei die Skala beim Anlaufen in 
heïfer Luft. 


0.792 0.757 0.719 0.674 0.628 0.571 0.452 0.259 0.139 0.120 0.110 0.090 0.033 Mol Cu 
bunt von orange bis blau von orange bis purpur unver- nach 
ändert 1 Tage 


bunt von orange bis grün und gelb von orange bis blau Rand nach 
j orange 3 Tagen 


bunt von orange bis schwarz vonorange von orange bis gleichmäfig nach 


viel schwarze schwarze Ränder - bis grün blau orange 6 Tagen 
schwarz Streifen purpur Fleck 


in Na2sS- 
Lôsung 
gebracht 


Bei 14° wurden nur die Plättchen mit mehr als 0.75 Mol Cu 
durch H2S$S verändert. Diese Resistenzgrenze verschwindet voll- 
ständig für die Wirkung von H2$S bei erhôhter Temperatur. Das 
Resultat dieses Versuches kann nur gedeutet werden, wenn bei 
100° das Diffusionsvermôügen des Cu in den Mischkristallen so er- 
heblich ist, daB die Bildung von Cu2S während der Versuchszeit 
merklich wird, und zwar auch bei Mischkristallen mit weniger als 
0,75 Mol Cu; denn bis 14° wirkt H2$ auf diese nicht ein, während 
bei 100° die Wirkung eine schnelle und intensive ist und auch bei 
den Au-reichsten Legierungen, sogar bei der mit 99 ‘Jo Au, eintritt. 
DaB bei 100° die Wirkung des Luft-Sauerstoffs eine viel langsamere 
ist, viel langsamer als seinem kleineren Partialdruck (4 von dem 
des H2S) entspricht, hat, worauf auch der H:$S - Versuch deutet, 
seinen Grund in der Bildung einer schützenden Haut von Cu: 0. 


4. Metallfüllungen durch Cu-Au-Mischkristalle. 


Für die Metalle Hg, Ag, Au und Pt, welche durch Cu aus 
ihren Lüsungen gefällt werden, läfit sich das Fällungsvermügen 
der Cu-Au-Mischkristalle feststellen. 


Die Fällung des Quecksilbers aus seinen Salzen. 


a. Die Plättchen wurden in eine Lôsung von 0.1 Mol HgCl: 
im Liter gebracht. 
gleichmäfige ungleichmäBige keine Wirkung 
0.875 0.850 0.824 0.792 0.757 0.719 0.674 0.628 Mol Cu 
gleichmäfig graue an einigen unverändert unverändert nach 10 Minuten 


grau Streifen Stellen 
grauer Hauch 


5 fast ganz  deutlicher fraglich A nach 3 Tagen 
grau 


Scpesauten Jen 5 x 
schwarz schwarze dunkel wenig > nach 3 Minuten 
Streifen dunkler 
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b. Die Plättchen wurden in eine Lôsung von 0.1 Mol Hg(CNh 
im Liter gebracht. 


0.850 0.824 0.792 0.757 0.718 0.674 0.628 0.571 10.452 0.259 Mol Cu 
Es ne ee Se 
Die ganze Oberfläche ist mit grauen Flecken | graue Flecke 2 grofe |unverändert nach 1 Tagk 
und Streifen bedeckt und Streifen  Klecke | 
auf unver- 
ändertem 
Grunde 
mehr grau geworden mebr graue Flecke ; nach 3 Tagerk 
a co ber--mre e-mmer-srofé | 
gleichmäfig grau, auch dunkelere auch sehr auf blankem Grunde = nach 9 Tagerk 
Flecke wenig ver- | viele Flecke und wenige | 
änderte Streifen 
Stellen 


c. Die Plättchen wurden in einzelnen Probiergläsern mit einer 
Lüsung von 0.5 Mol H&NOs und wenig H NO3 im Liter behandelt. 


0.628 0.571 0.452 0.259 0.236 0.139 0.120 0.110 0.090 0.0337 Mol Cu 
ee 


a ———— 
Plättchen: sofort vielegraue fast ganz diffus nach nach 3 Stunden 

gleich-  scharfe diffus grau  gefärbte 8 Stunden unverändert 
mäBig Flecke géfärbt Stellen  Verän- 
grau nach nach nach derung 

5 Minuten 3 Stunden 3 Stunden fraglich 
Sn mn” ns, ne” en, 
gleichmäBig silberfarbig grau mit vielen grauer Hauch an einer nach B# 

silberweiBen Flecken Stelle 12 Tage 
schwacher 


grauer Hauch 


ebenso grauer Hauch an nach 
mehreren Stellen 24Tagex 
und deutlicher 


Reines Au hält sich in der Hg NOs-Lôsung während 30 Tagen 
unverändert. Das Merkuroïion hat also offenbar die Fähigkeit in 
die Cu-Au-Mischkristalle einzudringen. Würde hierbei ein Aus- 
tausch von Cu und Hg stattfinden, so müften die Lôüsungen blau 
werden; nach 12 Tagen waren aber auch die Lüsungen über den 
Cu-reicheren Plättchen, die erhebliche Mengen von Hg aufgenommen 
hatten, farblos; erst nach 24 Tagen waren die Lüsungen über den 
drei Cu-reichsten Plättchen bläulich gefärbt, offenbar durch Aus- 
tausch von Hg gegen Cu aus dem die Plättchen bedeckenden Cu-Au- 
Amalgam. Wenn also das Merkuroion in die Mischkristalle einzu- 
dringen vermag, so kann es sich hier nicht um eine Fällungsreaktion 
unter Austausch der beiden Metalle, Cu und Hg, handeln. Beim 


Hineindiffundieren des Hg-Ions in den Mischkristall nimmt vielmehr 


ein Hg-Ion der Lôsung seine Ladung auf und es bildet sich Mercuri- 
nitrat. Ein direkter Austausch von Cu gegen Hg wäre bei den Au- 
reicheren Mischkristallen nicht verständlich, weil man sich üiber den 
Austritt der geschützten Cu-Atome keine Vorstellung machen kôünnte. 
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Obwohl die HgCl-Lüsung auf Cu und die Cu-reicheren Misch- 
kristalle schneller einzuwirken scheint als die Hg(CNh -Lüsung, 
so erstreckt doch diese ihre Wirkung bis zu 4 Mol Au, während 
jene nur bis ? Mol Au wirkt. Die Wirkung der Hg NO: -Lüsung 
auf die Cu-Au-Mischkristalle ist eine ganz besondere, das He-lon 
ist das einzige bisher bekannte Ion, das in die Cu- Au -Misch- 
kristalle einzudringen vermag. 


Die Fällung von Agaus Lüsungen von Ag NO: und Ag: SOu. 
1 ‘hoige Ag NO3-Lüsung. 


0.900 0.875 0.850," 0.824 0.792. 0.718: Mol Cu 
nach 1 Minute nach 1 Stunde nach 1 und nach 2 Tagen keine Fällung. 
mit Ag-Kri- an vielen Farbe unverändert 
ställchen Stellen mit 
bedeckt Ag-Kriställchen 
bedeckt 
1 ‘oige Ag SOs-Lüsung. 
0 900 0.875 0.850 0.824 0.792 0.718 Mol. Cu 
nach 1 Minute in 20 Minuten nach 20 Minuten und 2 Tagen keine 
mit Ag Kri- mit Ag-Kri- Fällung. Farbe uuverändert. 
ställchen ställchen 
bedeckt bedeckt | 


Bei einzelnen Plättchen der Legierung mit 0.850 Mol Cu 
kam es vor, daB an einer Stelle des Plättchens sich Ag - Kri- 
ställchen bildeten. Wenn das eintrat, so blieb diese Wirkung 
aber eine rein lokale. Offenbar enthielt ein solches Plättchen 
einen etwas Cu-reicheren Kristalliten. Die Resistenzgrenze ergibt 
sich zu ? Mol Cu. Die Grenze zwischen vollständigem und un- 
vollständigem Austausch von Cu gegen Ag läft sich auf diesem 
Wege nicht ermitteln, weil die Ag-Kriställchen mit der Zeit zu 
langen Fäden auswachsen und das Plättchen so umhüllen, daf man 
nicht beurteilen kann, ob der Cu-Austritt die ganze Oberfläche 
oder nur Teile derselben betrifft. 


Die Fällung von Au. 


Die Goldchloridlôsung wurde durch Lôüsen von 1 g Au in 
Kônigswasser, mehrmaliges Abdampfen der Lüsung zur Trockne 
nach Zusatz von Salzsäure und Lôüsen des Rückstandes in Wasser 
unter Verdünnen auf 250 ccm hergestellt. 


0.824 0.792 0.757 0.769 0.674 0.628 0.571 0.452 0.259 Mol Cu 
nach 30 Minuten nach 2 Stunden nach nach 24 Stunden 
mit dickem braunem gleichmäbig mit einem 2 Stunden blank, Farbe un- 
Pelz bedeckt braunen pelzartigen braune verändert 


Niederschlag bedeckt Flecke | 
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Nach 2 Monaten waren die Plättchen mit 0.452 und 0.259 
Mol Cu noch blank, aber zum grôBten Teil mit einer sehr dünnen 
Goldhaut bedeckt. Solche Goldflecke fanden sich auch unter dem 
braunen pelzartigen, schnell entstehenden Niederschlage, wenn die 
Cu-reicheren Plättchen mehrere Tage in der Goldchloridlüsung 
lagen. Die Goldchloridlôsung selbst schied mit der Zeit auf ihrer 
Oberfläche eine Goldhaut ab; es ist daher wahrscheinlich, daf die | 
Bildung der Goldhäute auf den Plättchen von dieser spontanen | 
Goldausscheidung herrühren. Die schnelle Goldausscheidung in 
Form eines braunen Pelzes ist jedenfalls mit einem Cu-Austritt 
aus den Plättchen verbunden. Die molekulare Zusammensetzung 
einer Goldchloridlüsung ist bekanntlich eine sehr komplizierte. 
Man kann daher von vornherein nicht sagen, welche der Gold- 
baltigen Molekülarten: an dem Cu-Austausch teilnehmen. Aus der 
Resistenzgrenze wäre zu folgern, daf eine Molekülart, die 1 Atom 
CI enthält, also AuCI oder AuC1(OH)s, an dem schellen Cu-Aus- 
tausch teilnimmt. 


Wirkung der Lôsungen von Chloriden der Platin- 
metalle. 
a. Die Wirkung von sauren und neutralen Lüsungen des PtCl. 


Eine sehr verdünnte Lüsung von 2HCI, PtCli und über- 
schüssiger Salzsäure. 


0.824 0.792 0.757 0.719 0.674 0.628 0.571 | 0.452 Mol Cu 
grau  Veränderung unverändert unver- nach 


Plättchen : fraglich ändert 1 Tage 
grau graue graue grôBere Flecke grauer Anfiug | unverändert nach 
ünne 5 Tagen 
gleichmäfige 
Schicht | 


Eine nicht so verdünnte Lôüsung von 2NaCl, Pt Cl + Na Cl. 


0.824 0.792 0.757 0.718 0.670 0.628 0.571 0.452 0.259 Mol Cu 
glänzende glänzende Veränderung Veränderung nicht festzustellen nach 2 Ta 
Plättchen: graue graue nicht festzu- 
Haut Flecke stellen 
vergrôBert Farbe unverändert nach 90 Ta® 


dunkler, feine 
graue Streifen | 


Die beiden Lüsungen haben verschiedene Resistenzgrenzen; 
die saure wirkt bis 4 Mol Cu, die neutrale nur bis $ Mol Cu. 
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b. Wirkung einer Lüsung von PdCk (4prozentige Lüsung). 


0.900 0.875 0.850 0.824 0.792 0.757 0.719 0.674 0.628 Mol Cu 
$ nn, mn 
Hättchen: ganz grau teilweise grau unverändert unverändert nach 3 Minuten 
— 


gleichmäBig grau viele graue wenige unver- y nach 2 Stunden 
Flecke graue  ändert 
Flecke 
: ; viele 2 graue À nach 16 Stunden 
Flecke 
1 Streifen 
Lôsung grünlich, fast alles Pd gefällt, Fällung verstärkt : nach 5 Tagen 


c. Wirkung einer Lôsung von RhCl: (4prozentige Lôsung). 
0.900 0.875 0.850 0.824 0.792 0.757 |0.719 0.674 0.628 0.571 Mol Cu 


lättchen: teilweise grau unverändert unverändert nach 7 Stunden 
gleichmäBig teilweise teilweîse graue sehr nur an ps nach 1 Tage 
grau grau  Streifen schwache einer 
Streifen  Stelle 
Streifen 
gleichmäfig grau grôBter graue wenige graue . nach 7 Tagen 


Teil grau Streifen Streifen  Flecke 


d. Wirkung einer Lüsung von RuCl: (4prozentige Lüsung). 


0.900 0.875 0.850 0.824 0.792 0.757 [97 0.674 0.628 0.571 Mol Cu 
wenig grau unverändert unverändert nach 3 Stunden 


graue Flecke und Streifen an an noch  unver- 
wenigen weniger  ändert 

Stellen  Stellen 

schwache Streifen 


È nach 1 Tage 


“'lâttchen: graue Flecke und Streifen  graue Streifen  undeut- 
liche graue 
Streifen 


: nach 7 Tagen 


Miôsung: schwarz gelatiniert nicht gelatiniert ursprüngliche dun- 
kelbraune Färbung 


e. Wirkung einer Lüsung von OsCl (4 prozentige Lüsung). 


0.900 0.875 0.850 0.824 0.792 0.757 | 0.719 0.674 0.628 Mol Cu 
1 .6sung : gelatiniert Abscheidung schwarzer Abscheidung 
Flocken schwarzer Flocken 
| en, | ses, nn mn” 
’lättchen : Metallfällung unverändert unverändert nach 1 Tage 


mit grauer nur an 
Haut bedeckt  einigen 
Stellen 


. " . D 
ebenso leichte Aetzstreifen wie unverändert nach 26 Tagen 
bei schwacher Wirkung 
von HCI-Lôüsung 
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Die Lüsung von OsCl: wurde durch Auflôsen von 1g Os in 
Künigswasser, ÆEinengen derselben und Verdünnen hergestellt. 
Beim Verdünnen erfolgte aus der braunen Lüsung die Ausschei- 
dung eines flockigen Niederschlages, dessen Menge mit der Zeit 
sich vermehrte. Die Lüsungen über den Plättchen mit weniger 
als 0.875 Cu hatten den grôBiten Teil des Os abgeschieden, waren 
aber nach 26 Tagen noch braun gefärbt. Nur die Plättchen bis 
7 Mol Cu fällen metallisches Os, auf die Plättchen wirkt auñerdem 
noch die bei der Hydrolyse des OsCl frei werdende HCI bis 
$ Mol Cu. 

Der grôfite Teil der Chloride der Platin-Metalle wirkt mit 
der Resistenzgrenze $ Mol Cu, die saure Lôsung von PtCl hat 
die Resistenzgrenze #4 Mol Cu und die des OsCl, die Fällungs- 
grenze ? Mol Cu. Die molekulare Zusammensetzung der Lô- 
sungen der Platinmetalle ist eine sehr komplizierte. Man kann 
daher nicht mit Bestimmtheit sagen, welche der môglichen Molekül- 
arten an diesen Fällungen beteiligt sind. 


5. Die elektromotorischen Kräfte der Ag-Au- und Cu-Au-Mischkristalle 
gcgen Ag beziehungsweise Cu. 


Da ein Teil der Mischkristallreihen des Au mit Cu und Ag 
gegen chemische Agentien sich ebenso resistent wie reines Au 
erwiesen haben, so ist zu erwarten, daB auch die galvanische 
Spannung dieser resistenten Mischkristalle gegen Au verschwin- 
dend klein sein wiad, während sie bei den nicht resistenten Misch- 
kristallen mit zunehmendem Cu- oder Ag-Gehalt bis zur Spannung 
von Cu oder Ag gegen Au wachsen wird. 

Die Resistenzgrenzen der betreffenden Mischkristalle liegen, 
p 
18 
1 und 7 bedeutet. Bis zu welchem p die Mischkristalle die Span- 
nung des reinen Groldes zeigen werden, kann natürlich nicht von 
vornherein gesagt werden, hierzu müfte man den atomistischen 
Aufbau des Mischkristalles und den genaueren Mechanismus der 
Jonenbildung an der Mischkristallelektrode kennen. Es kommt 
also auf die Entscheidung der Frage an, bis zu welcher der müg- 


wie wir sehen, bei Mol Au, wo p eine ganze Zahl zwischen 


lichen Resistenzgrenzen L, die Mischkristalle das Goldpotential 
zeigen. 

Die Spannungen von metallischen Mischkristallen sind bisher 
nicht gemessen worden. Zu der Zeit, als man sich vielfach mit den 


galvanischen Spannungen der Legierungen beschäftigte, war ihr 
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Aufbau noch wenig,bekannt. Erst der Nachweis der Existenz 
von Resistenzgrenzen bei den Mischkristallen gestattete die Frage 
nach ihren Spannungen in obiger Weise zu formulieren. 

Bei der Messung der Spannungen der Au-Mischkristalle ist 
auf ihr eigentiümliches Verhalten Rücksicht zn nehmen. Ein Volt- 
meter zeigt an den Elektroden Au und Cu in Cu SO: keine Span- 
nung; auch wenn das Au durch Au-Cu-Mischkristalle ersetzt ist, 
wird keine Spannung angezeigt. Die Lieferung von Ionen geht 
also sehr langsam vor sich. Legt man aber an ein solches Ele- 
ment eine wachsende Spannung, so sinkt im Elementkreise die 
durch das Voltmeter angezeigte Spannung im Laufe einer Minute 
unter 0,001 Volt; überschreitet die angelegte Spannung die des 
Elementes, so bleibt nach 1 Minute eine dauernde Spannung. Es 
wurde also nach der Kompensationsmethode gearbeitet und die- 
jenige angelegte Spannung bestimmt, bei der das Voltmeter 1 Mi- 
nute nach ihrer Anlegung eine Spannung im Elementkreise kleiner 
als 0.001 Volt ergab. 

Wenn die Legierungen weniger edel sind als Au, also weniger 
als 0.5 Mol Au enthalten, so sinkt die Spannung im Elementkreise 
langsamer als bei den edleren Legierungen. Ist die angelegte 
Spannung zu gro, so steigt sie im Elementkreise nach anfäng- 
lichem Abfall merklich an. Dieses Minimum auf der Zeit- 
Spannungskurve wurde besonders häufig bei den Cu-Au-Le- 
gierungen, seltener bei den Ag-Au-Legierungen beobachtet. Es 
tritt deutlich hervor, wenn die angelegte Spannung die des Ele- 
ments um mehr als 0.2 Volt übertrifft. 

Zum Aufbau des Elements wurden Plättchen der Legierungen 
von 0.5 cm Breite und 7 cm Länge benutzt, welche 5 cm tief 
in den Elektrolyten tauchten. Die Messungen wurden bei 12 
bis 15° ausgeführt. Die Legierungen waren nach dem Auswalzen 
nicht ausgeglüht, befanden sich also im ,harten“ Zustande. 1 Teil- 
strich des Voltmeters entsprach 0.02 Volt. Die Resultate sind in 
der Tabelle auf Seite 24 wiedergegeben. 

Die elektromotorische Kraft des Elementes Au, 0.5 Mol Ca SO4, 
Cu läft sich aus den Einzelspannungen der beiden Elektroden be- 
rechnen. Für die Zersetzungsspannung normaler KOH-Lüsung an 
einer Au-Elektrode fanden Coehn und Osaka!) 1.75 Volt, die 
Spannung einer Cu-Elektrode in einer 0.5 normalen Cu-lüsung 
beträgt —0.81 Volt. Die Spannung des Elementes ergibt sich 
also zu 1.44 Volt, während sie zu 1.40—1.44 Volt gefunden wurde. 


1) Zeitschr. f. anorg. Chemie 34, 86, 1908. 
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Cu-Au-Legierungen, 0.5 Mol CuSO:-Lôsung, Cu. 


Mol Cu 


0 
0.259 
0.452 
0.571 
0.674 
0.757 
0.824 
0.875 


Spannung des Elementes zwischen: 


1.398—1.443 
1.398—1.443 
1.353—1.398 
1.263—1.307 
0.812—0.820 
0.631—0.676 
0.316— 0.362 
0.180—0.225 


Mittel 


1.42 Volt. 
1.42 
1.37 
1.28 
0.82 
0.65 
0.34 
0.20 


Cu-Au-Legierungen, 0.5 Mol Cu(NO:k-Lôsung, Cu. 


Mol Cu 


0 
0.259 
0.452 
0.571 
0.628 
0.674 
0.718 
0.824 
0.850 
0.900 


Spannung des Elementes zwischen: 


1.397—1.415 
1.370—1.388 
1.334— 1.352 
1.172—1.190 
0.811—0.856 
0.451—0.469 
0.397—0.415 
0.090—0.108 
0.072—0.090 
0.054—0.072 


Mittel 


1.41 Volt 
1.38 
1.34 
1.18 
0.83 
0.46 
0.40 
0.10 
0.08 
0.06 


Ag-Au-Legierungeu, gesättigte Ag: SOs-Lüsung, Ag. 


Mol Ag 


0 
0.495 
0.598 
0.690 
0.790 
0.850 


Spannung des Elementes zwischen: 


0.721—0.739 
0.721—0.739 
0.505—0.514 
0.305—0.324 
0.171—0.189 
0.099 — 0.108 


Mittel 


0.73 Volt 
0.73 
0.51 
0.31 
0.18 
0.10 


Ag-Au-Legierungen, 0.5 Mol Ag NO:-Lüsung, Ag. 


Mol Ag 


0 
0.495 
0.598 
0.690 
0.790 
0.850 


Spannung des Elementes zwischen: 


0.721—0.739 
0,703—0.721 
0.523—0.532 
0.379— 0,388 
0.198—0.207 
0.108—0.117 


Mittel 


0.73 
0.71 
0.58 
0.38 
0.20 
0.11 
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Für das Element: Au, Silbersalzlôsung, Ag, ergibt sich bei 
0.5 normaler AgNOs-Lüsung die Spannung zu 1.75—0.77 + 0.02 
— 1.00 Volt und bei einer 0.1 normalen Age SOs-Lôsung zu 1.04 
Volt, während hier die Spannung erheblich niedriger zu 0.74 Volt 
gefunden wurde. Den Gründen dieser Differenz wäre noch nach- 
zugehn. 

In den Figuren 3 und 4 sind die Spannungen der Cu-Au- und 
Ag-Au-Legieruugen gegen Cu beziehungsweise Ag in Abhängigkeit 


1 0.6 0.6 0.4 0.2 0 Mol Cu 
Figur 3. 
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von der molekularen Zusammensetzung der Legierungen dargestellt. 
Legt man durch die Kreise der Fig. 3 für Cu-Gehalte über 0.5 
Mol Cu eine Kurve und eine Horizontale durch den Punkt der 
Spannung des Elementes Au, 0.5 Mol CuSOs, Cu, so schneiden 
sich die beiden Linien bei 0.53—0.51 Mol. Cu. 

Bei den Punkten der Elemente Cu Au, 0.5 Mol Cu(NOsh, Cu, den 
Kreuzen der Fig. 3, ist diese Konstruktion nicht mehr anwendbar, 
aber auch hier ist zu ersehen, da8 bei den Au-reicheren Legierungen 
die Spannung mit der molekularen Zusammensetzung der Legierung 
sich sehr viel weniger ändert, als bei den Au-ärmeren. Wächst 
der Cu-Gehalt über 0.52 Mol Cu, so fällt die Spannung des Ele- 
mentes sehr schnell ab. 

Bei den Elementen mit Au-Ag-Legierungen schneiden sich die 
Horizontalen und die Kurve bei 0.50 + 0.01 Mol Au. (Fig. 4.) 
Man darf also behaupten, daB innerhalb der Fehlergrenzen der 
Bestimmungen bei mehr als #4 Mol Au die Mischkristalle des Au 
mit Cu oder Ag so edel wie Gold sind. 

Es entsteht die Frage, warum sich aus den Mischkristallen 
mit weniger als 0.5 Mol Au das angreifbare Metall nicht bei ver- 
schwindender anodischer Polarisation lôst. Die Cu- und Ag-Atome 
der Oberfläche gehen wohl schon bei verschwindend kleiner Po- 
larisation in Lôüsung; dadurch bilden sich auf der Oberfläche Spitzen 
von Goldatomfäden, welche die Stromlinien in sich aufnehmen. 
Aus diesem Grunde sinkt die Spannung an der tieferen Niveaufläche . 
der Cu-Atome auf einen verschwindenden Wert. Die an der Elek- 
trode beobachtete Spannung wird also von der Flächendichte und 
der Länge der Au-Atomfäden abhängen, welche nach anodischer Po- 
larisation die Niveaufläche der Cu-Atomfäden überragen; sie wird 
mit der Menge der aus der frischen Oberfläche des Mischkristalls 
gelôsten Cu-Menge wachsen müssen. 

Bestimmt man an den frisch geschabten Elektroden mit 0.571 
Mol Cu die Spannung gegen die Cu-Elektrode in 0.5 Mol Cu (NO:}- 
Lüsung, so findet man beim Anlegen wachsender Spannungen 1.18 
Volt. Legt man darauf 1 Minute lang an das Element die Span- 
nung von 1.6 Volt und sucht bei fallender angelegter Spannung 
die des Elementes auf, so findet man 1.28 Volt. Durch kräftiges 
Abwischen oder Reïben kann die Spannung der Elektrode wieder 
auf 1.18 Volt gebracht werden. Bei den Cu-reicheren Elektroden 
kann die Differenz zwischen Anfangsspannung und Spannung nach 
kräftiger Polarisation noch erheblicher gesteigert werden. Bei 
hinreichend langem Anlegen einer Spannung, welche die des Ele- 
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ments übertrifft, ist es natürlich môüglich für die Legierungen mit 
weniger als 0.5 Mol Au die Spannung des Au zu erreichen. 

Das vorhin erwähnte zeitliche Anwachsen der Spannung bei 
hôheren angelegten Spannungen ist offenbar ebenfalls auf die Bil- 
dung von Goldatom-Spitzen zurückzuführen, welche die Spannung 
der Elektrode erhühen. 

Die Spannung der Cu-Au- und Ag-Au-Mischkristalle gegen 
Cu oder Ag hat also einen ganz unbestimmten Wert, wenn der 
Au-Gehalt unter 0.5 Mol sinkt. Sie hat zuerst den Wert Null, 
der praktisch vielleicht an einer sehr grofen Legierungselektrode 
gegen eine sehr kleine Cu-Elektrode beobachtet werden künnte. 
Dieser Wert wird sich nur kurze Zeit wegen der geringen Mengen 
von Cu- und Ag-Atomen in der Oberfläche halten, dann wächst 
die Spannung nach Abgabe der Oberflächen-Atome auf einen an- 
scheinend ziemlich unveränderlichen Wert, überschreitet aber bei 
geringer anodischer Polarisation diesen Wert, um sich mit der 
GrôBe und Dauer dieser Polarisation der Spannung des Au gegen 
Cu beziehungsweise Ag zu nähern. 

Auf der Linie, welche die Spannungen der Cu-Au-Misch- 
kristalle in 0.5 Mol Cu(NOsh-Lôüsung gegen Cu angibt, Fig. 8. 
Kreuze, findet sich bei 0.75 Mol Cu ein Knick. Bei derselben Kon- 
zentration ist auch ein Knick in Fig. 4 angedeutet. Ob dieser Knick 
reproduzierbar ist und unter welchen Bedingungen er auftritt, ist 
nicht näher untersucht worden. | 


Die Elektrolyse bei hôheren Spannungen. 

Legt man an die Elemente: Cu-Au-Legierungen mit mehr als 
0.5 Mol Au in CuSOs- oder Cu(NO3h-Lüsungen gegen Cu, eine 
Spannung an, welche die Legierungen anodisch polarisiert, so be- 
ginnt bei etwa 1.60 Volt an ihnen die Entwicklung von Sauerstoff- 
blasen und bei 1.80 Volt ist die Sauerstoffentwicklung schon ziemlich 
lebhaft. Nach 30 Minuten sind die Legierungen mit 0.259, 0.452 
und 0.571 Mol Au mit einer dünnen braun-orangen Haut bedeckt; 
bei 2.0 Volt ist diese Haut dicker, ihre Grundfarbe ist orange, 
auf ihr finden sich aber auch violette und purpurne Streïfen. In 
verdünnter Salzsäure lôsen sich die dünnen Häute. Bei 2.5 Volt 
sieht man auf der Oberfläche der Legierungen nach 2—5 Minuten 
kleine, braun-orange Flecke, etwa 20 Flecke pro 1 qem und nach 
längerer Zeit wird die ganze Oberfläche ziemlich gleichmäfig braun 
gefärbt. Diese braun orange Verfärbung entsteht aber auch auf 
einer Elektrode aus reinem Golde. Bei der Elektrolyse von 
Cu(NOs}- oder H:SO1- und HNO:-Lôüsungen zwischen einer Pt- 


Kgl. Ges. d. Wiss. Naechrichten. Math.-phys. Klasse. 1916. Heft 2. 15 
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und einer Au-Elektrode bildet sich der braun-orange Kôrper so 
reichlich, da$ er von der Elektrode abfällt. Gesammelt und ge- 
waschen lôst er sich leicht in verdünnter Salzsäure mit intensiv 
gelber Farbe nnd die Lôsung gibt Au-Reaktionen. 

Gold ist also bei einer Anodenspannung über 1.65 Volt gegen 
die H:-Elektrode in H2S04- und HNO3:-Lüsungen oxydabel und 
die Au-Cu-Legierungen sind bei diesen Spannungen nicht mebr 
resistent, da das Gold selbst oxydiert wird, und die Ionen 
SO und NO: dann das Cu oder Ag entsprechend der fort- 
schreitenden Au-Oxydation in Lôsung bringen. 

Bei den Ag-Au-Legierungen mit mehr als 0.5 Mol Au tritt, 
wenn sie als Anoden gegen eine Silber-Kathode in Ag NOs- oder 
AgeSO:-Lüsung geschaltet werden, bei anodischer Polarisation 
über 165 Volt die Bildung von sogenanntem Silbersuperoxyd ein, 
äbnlich wie auf einer Pt-Anode. Aber während auf einer Pt- 
Anode das Silbersuperoxyd sich als feines schwarzes Pulver ab- 
scheidet, bilden sich auf einer Gold-Anode oder einer Au-reichen 
Silberlegierung mikroskopische Nadeln. Bei einer Spannung von 
5 Volt und einer Stromstärke von 0.5 Amp. wird aus einer nor- 
malen Lôsung von Ag NO: an der Kathode Ag und an der Anode 
das schwarze Superoxyd in langen feinen, leicht abfallenden 
Nadeln ausgeschieden. Da weder an der Kathode noch an der 
Anode Gasentwicklung stattfindet, so lange die Lüsung nicht zu 
sehr an Ag verarmt, so erhält man das Superoxyd offenbar in 
quantitativer Ausbeute entsprechend der Zusammensetzung Ag 0. 
Das abgeschiedene Superoxyd entwickelt langsam Gas. Die Dar- 
stellung beliebiger Mengen von AgO neben äquivalenten Mengen 
von Ag kann in dieser Weise ohne Schwierigkeiten ausgeführt 
werden. 


Die Beeinflussung der Spannung einer dünnen Metall- 
schicht durch ihbre metallische Unterlage. 


A. Oberbeck?) hat die Frage aufgeworfen, ob die Spannung 
einer dünnen Metallhaut durch die Natur ihrer Unterlage beein- 
fluft wird. Er bestimmte für die elektrolytisch auf Pt nieder- 
geschlagenen Schichten von Zn, Cd und Cu die Dicke der Schicht, 
bei der ein stärkerer Abfall der Spannung gegen Pt eintritt. 
Unter der grundlegenden aber wahrscheinlich leider nicht zu- 
treffenden Voraussetzung einer gleichmäfigen Dicke der elektro- 
lytisch erzeugten Schichten, berechnete Oberbeck diese Dicke der 


1) Wied. Ann. 81, 337, 1887. 
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Schicht für Zn zu 25.10% mm, für Cd zu 1,7.107 mm und für 
Cu zu 0.6.107° mm. 

Nimmt man die Zahl der Gold-Atome in einem Mol Au zu 
6,06.10% an, so ergeben sich für die Seitenlänge des Würfels, in 
dem ein Atom Au sich befindet 2,55.107 mm. Für Cu ergeben 
sich 2,8.107 mm, eine Dicke der Schicht, die 2—3 mal kleiner ist, 
als die von Oberbeck bestimmte Dicke. 

Nun werden wir späterhin sehen, daf der Au-Ag-Mischkristall 
aus Atomreihen besteht, in denen die Au- und Ag-Atome ein- 
ander folgen. Da der Mischkristall mit 0.5 Mol Ag dauernd noch 
das Gold-Potential zeigt, so folgt hieraus, daf dieses durch ein 
benachbartes Ag-Atom nicht beeinflufit wird. 

Beim Cu-Au-Mischkristall mit 0.5 Mol Au ist allerdings das 
Potential ein wenig geringer als das des reinen Goldes, aber die 
volle Homogenität des atomistischen Aufbaues ist hier noch nicht 
sicher erwiesen. Wenn bei längerem Tempern der Mischkristalle 
diese Differenz bleiben sollte, so wäre damit ein geringer Einfluf 
des benachbarten Cu-Atomes auf die Spannung der Au-Atomschicht 
erwiesen. 

In manchen Fällen verschwindet jedenfalls dieser Einfluf, in 
anderen mag er bestehen bleiben. Jedenfalls sind die Dicken der 
Schichten, die Oberbeck aus seinen Messungen ableitet, sehr viel 
grôBer als die Dicken von Atomschichten. Die nicht ganz gleich- 
mäfige Dicke der elektrolytisch erzeugten Metallhaut reicht hin, 
das Resultat von Oberbeck vorzutäuschen, auch wenn eine Wirkung 
seitens einer metallischen Unterlage durch die Schicht von der Dicke 
eines Atoms nicht stattfindet. 


Die Resistenzgrenzen der Ag-Au-Legierungen. 


1. Die Resistenzgrenze gegenüber der Wirkung einer verdünnten 
Lüsung von Schwefelammonium. 


0,850 0.790 0.750 0.732 0.690 0.600 0.548 0.495 Mol Ag 


gleichmäBig schwarz  bunt, einige gelbe Farbe der Oberfläche nach 1 Tage 
schwarz und braun schwarze 
Flecke 


ebenso ebenso nach 5 Tagen 


Die Wirkung des Schwefels auf die Mischkristalle mit mehr 
als $ Mol Ag ist eine viel tiefer gehende als die auf die Ag- 
ärmeren, deren Oberfläche nur gelb gefärbt wird, wahrscheinlich 
durch Spuren von Ag2S, welche sich in der Oberfläche ins Raum- 
gitter ordnen, Âhnlich wie eine Lôsung von gelbem Schwefel- 

15* 
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ammonium wirkt auch gasfôrmiger H:2S, nur erfolgt seine Wirkung 
viel langsamer. In 2 Tagen werden die Plättchen von 0.732 bis 
0.495 Mol Ag deutlich dunkler, bleiben aber noch metallglänzend. 
Die Plättchen mit 0.850 bis 0.750 Mol Ag werden noch dunkler 
und erbalten einige schwarze Streifen, behalten aber gleichfalls 
ihren Metallglanz. | 


2: Die Wirkung einer mit Selen gesättigten Lüsung von C2. 


0.850 0.790 0.750 0.732 0.690 0.646 0.598 0.495 Mol Ag. 
gleich- dunkel bunt gelb gelb gelb gelb unver- nach 


mäbig und und ändert 2Tagen 

schwarz  bunt gelb 

schwarz schwarz schwarz gelb weniger  gelb gelb gelber nach 
und und und bunt und und 30 Tagen 
bunt bunt bunt orange orange | 


Dadurch, daf sich in die Oberfläche sehr geringe Mengen von 
Ag: Se, wahrscheinlich ins Raumgitter selbst, einlagern, wird wohl 
der Mischkristall mit 0.495 Mol Ag auch gelb. Die Einwirkung 
der sehr Se-armen Lôüsung vollzieht sich sehr langsam. 


3. Sauerstoffwirkung. 


Bei Zimmertemperatur wirken Lôsungen von HCI und HNO: auf 
die Ag-Au-Mischkristalle mit derselben Resistenzgrenze £ Mol Ag 
ein. Die Wirkung von Salzsäure-Lôsungen auf die Cu-Au-Misch- 
kristalle ist aller Wahrscheinlichkeit durch den in ihr gelôsten 
Sauerstoff bedingt. Da für diese Wirkung die Resistenzgrenze 
& Mol Cu, wie für eine Reïhe anderer Sauerstoffwirkungen, fest- 
gestellt wurde, so ist die Wirkung jener beiden Säuren auf die 
Ag-Au-Mischkristalle wohl auch als eine Sauerstoffwirkung auf- 
zufassen. Lôüsungen von H NO: und H2 SO: wirken auf die Cu-Au- 
Mischkristalle in 20 Tagen so langsam ein, daf sie auch den Au- 
ärmeren Mischkristallen nicht merkliche Mengen von Cu entziehen, 
während eine Lôsung von H CI erheblich schneller wirkt. Auf die 
Ag-Au-Mischkristalle wirken HCI- und H NO:-Lüsungen mit etwa 
gleicher Geschwindigkeit und mit derselben Resistenzgrenze 
$ Mol Ag ein. 


a. Wirkung von HCI, 1 Mol pro Liter. 


0.850 0.790 0.750 0.732 0.690 0.646 0.598 Mol Ag 
Plättchen : gleichmäBig dunkel, mehrere ( Veränderung nicht nach 19 Tagen 
grau graue festzustellen 
Flecke 
Lôsung: starke braune Färbung, nach | schwache gelbe Färbung, 
+ H2$ 1 Stunde schwarzer nach 2 Stunden kein 
Niederschlag Niederschlag 
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b. Lôüsung von H NO, 1 Mol pro Liter. 


0.850 0.790 0.750 | 0.733 0.691 0.646 0.599 0.549 Mol Ag 
Plättchen: dunkel stellen- dunkle | Veränderung nicht festzustellen nach 


weise Flecke 27 Tagen 
dunkel und 
Streifen 
Lôüsung starke Fällung Opaleszenz nach 27 Tagen 
+ HCI 
Lôüsung schwarz schwarz schwarz gelbe Färbung : 
+ HS 


Granuliertes Silber wurde bei derselben Behandlung nicht 
merklich angegriffen, und in der Lôsung rief ein Zusatz von Salz- 
säure nur eine Opaleszens hervor. 


4. Wirkung einiger Agentien mit der Resistenzgrense 4 Mol Ag. 


a. Während sich für verdünnte H NO: bei Zimmertemperatur 
die Resistenzgrenze $ Mol ergab, wirkt kochende konzentrierte 
H NO: auf die Ag-Au-Legierungen mit der Resistenzgrenze 4 Mol 
Ag und die Grenze 9, zwischen der vollständigen und unvoll- 
ständigen Ag-Extraktion ergab sich zu 5 Mol Ag). 


b. Lôsung von 1 Mol FeCls pro Liter. 


0.732 0.690 0.646 0.598 0.548 0.495 Mol Ag 
Plättchen: gleichmäBig mit viele wenige an einigen |unverändert nach 
Ag CI bedeckt |Streifen von braune  Stellen 1 Tage 
dunkel  Streifen leichte Ver- 
gefärbtem änderung 
Ag CI 
gleichmäfig viele Streifen kleine unverändert nach 
Flecke 8 Tagen 
c. Lüsung von 0.1 Mol Na NO»: + 0.05" Mol H2 SO4 im Liter. 
0.750 0.732 0.690 0.646 0.599 0.548 | 0.495 Mol Ag 
Plättchen:  gleichmäfig grau viel wenige vereinzelte | unverändert nach 
graue Streifen und Flecke | 7 Tagen 
5. Metallfällungen durch Ag-Au-Mischkristalle. 
a. Lüsung von 0.1 Mol HgCl im Liter. 
0.850 0.790 0.750 0.733 0.691 0.646 0.599 Mol Ag 
Plättchen: grau teilweise Verän- unverändert nach 1 Stunde 
grau derung 
fraglich 
grau fast ganz an einigen unverändert nach 2 Tagen 
grau Stellen 
grau und 
bunt 


1) Nacbrichten d. Kônigl. Ges. d. Wiss. zu Gôttingen 1914, S. 335. 
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b. Goldchloridlôsung 1 g Au in 50 ccm und 1 g Au in 250 ccm. 
Verdünntere Lôsung. 


0.850 0.790 0.750 0.733 0.691 0.646 0.599 0.549 | 0.496 0.378 Mol Ag 


nach wenigen Stunden  nach10 Minuten nach 40 Minuten nach 6 Stunden 
schwarz teilweise schwarz dunkele Streifen unverändert 


Wie die Cu-Au-Plättchen bedecken sich auch die Ag-Au- 
Plättchen mit mehr als 0.500 Mol Au langsam mit einer dünnen 
Goldhaut. Nach 2 Monaten waren die Plättchen, die 0.496 und 
0.378 Mol Ag enthalten, mit einer gleichmäfigen dünnen Gold- 
haut bedeckt, die sich von den unveränderten Plättchen abheben 
lies. 

Konzentriertere Lüsung. Diese Lüsung eignet sich zur De- 
monstration der Resistenzgrenze. In ihr bilden sich auf den Le- 
gierungen von 1.0 bis 0.646 Mol Ag in wenigen Sekunden braune 
pelzartige Niederschläge. Die Legierungen mit 0.599 und 0.549 
Mol Ag werden in einer Minute dunkel, während die Legierung 
mit 0.496 Mol Ag sich einige Stunden unverändert erhält, dann 
aber nach 3 Tagen mit dunkelen Streifen und Flecken bedeckt ist. 
Die Grenze 4 Mol Au bezieht sich nur auf den starken Abfall der 
Fällungsgeschwindigkeit. Die Resistenzgrenze liegt bei einem 
hôheren Au-Gehalt. 


c. Wirkung einer sehr verdünnten salzsauren Lôsung von 


Platinchlorid. 
0.850 0.790 0.750 0.732 0.690 0.646 0.599 0.548 | 0.495 Mol Ag 
gleichmäfig  grau und bunt bunt bunte Flecke | unverändert nach 
grau 1 Tage 
graue leicht abwischbare  bunte und graue bunte Flecke |unverändert nach 
Schicht Flecke vergrôBert 5 Tagen 


Wirkung einer etwas konzentrierteren Lüsung von 
2Na CI, PtCli + NaCl. 


0.850 0.790 0.750 0.732 0.690 0.646 0,599 0.548 0.495 Mol Ag 
gelbliche Schicht bedeckt die  viele sehr wenige unverändert nach 2 Tagen 
dunkler gewordene Metall- dunkele Streifen 
oberfläche 
sehr wenige unverändert nach 90 Tagen 
Streifen 


Die Resistenzgrenzen für die Salzsäure-Lôüsung von 2HCI, 
PtCl und die Lôsung von 2Na CI, PtCl mit wenig überschüssigem 
NaCI sind verschieden; für die erste Lüsung ergibt sich dieselbe 


zu # Mol Ag, für die zweite die sonst nicht vorkommende von 
$ÿ Mol Ag. 
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d. Wirkung einer Lüsung von PdCl (4 prozentige Lôsung). 
1.00 0.850 0.790 0.750 0.732 0.691 0.646 0.599 0.548 | 0.495 Mol Ag 
Een, ee 


grau schwach blind schwach unverändert | unverändert 
grau blind nach 7 Stunden 
mn ee, mm” Se ee ee en cn à er em mn 
schwarz grau mit Grund blind unverändert 
dunkelen mit grauen Flecken und Streifen nach 9 Tagen 
Flecken 
ebenso ebenso unverändert 


nach 28 Tagen 


e. Wirkung einer Lôüsung von RhCl (4 prozentige Lôsung). 
1.00 0,850 0.790 0.750 0.732 0.691 0.646 0.599 0.548 0.495 Mol Ag 
——., —— 


grau schwache Verän- unverändert unverändert |unverändert 

graue derung nach 7 Stunden 
Flecke  fraglich 
a Des, tes” nn, 

grau graue Streifen blind unverändert 

in der Lüsung Ag CI- nach 9 Tagen 
Niederschlag 

ebenso ebenso unverändert 

nach 28 Tagen 


f. Wirkung einer Lôsung von RuCls (4 prozentige Lüsung). 


1.00 0.850 0.790 0.750 0.732 04691 0.646 0.599 0.548 0.495 Mol Ag 
nn, ne” men me / 
grau graue Streifen unverändert unverändert 
nach 7 Stunden 
ee mr 
gleichmäbig grau ungleichmäBig schwach unverändert 
grau blind nach 9 Tagen 
ebenso ebenso unverändert 
nach 28 Tagen 


Für die Wirkung der Lôsung von RuCls mag es dahin ge- 
stellt bleiben, ob die Resistenzgrenze bei £ oder wie bei der des 
2NaCl, PtCli bei $ Mol Ag.liegt. 

Für die Lôsungen von PtCl, PdCl und RhCk liegt die Re- 
sistenzgrenze bei #4 Mol Ag, während sie bei der Wirkung der Lô- 
sungen von PdCk, Rh Cl und Ru Cl auf die Cu-Au-Mischkristalle 
bei $ Mol Cu lag. 

Eine deutliche Fällung der Platinmetalle tritt nur bei den 
Ag-reichsten Mischkristallen ein. Bei den Ag-reicheren Misch- 
kristallen verdeckt das gebildete Ag CI die eventuell in Pulverform 
niedergeschlagenen Platinmetalle. Im allgemeinen wirken die Lü- 
sungen der Chloride der Platinmetalle wie die Lôsung des Fe Cl: 
mit der Resistenzgrenze #4 Mol Ag. 
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Die Fehler der Bestimmung von Resistenzgrenzen. 


Die Grenzen, innerhalb deren die Resistenzgrenze g, einge- 
schlossen wurde, sind für die Cu-Au-Legierungen bei 4 Mol Cu 
0.025, bei $ Mol Cu 0,038, bei $ Mol Cu 0.057 und bei 4 Mol Cu 
0.119 Mol Cu. 

Für die Ag-Au-Legierungen betragen diese Grenzen bei $ Mol 
Ag 0.017 und bei 4 Mol Ag 0.053 Mol Ag. Berücksichtigt man ferner, 
daf sehr häufig die Resistenzgrenzen 9, gegenüber demselben Agens 
für die Cu-Au- und Ag-Au-Legierungen dieselben sind, so werden 
dadurch, daB die untersuchten Cu-Au- und Ag - Au - Legierungen 
verschiedene Molenbrüche von Cu- und Ag enthielten, die Grenzen, 
zwischen die die Resistenzgrenze eingeschlossen wurde, noch enger. 
Man darf wohl sagen, daB die Resistenzgrenze g, mit einem hüchsten 
môglichen Fehler von 0.05 ihres Molenbruches an Au sicher be- 
stimmt ist. 

Die Bestimmung der zweiten Resistenzgrenze 9,, bei der eine 
teilweise Wirkung des Agens auf den Mischkristall eintritt, nachdem 
er zuvor gleichmäfig und vollständig bezüglich der wirkungsfähigen 
Komponente angegriffen wurde, ist. bedeutend schwieriger auszu- 
führen als die der ersten Resistenzgrenze g,, wo jede Einwirkung 
aufhôrt. Während diese um so leichter auszuführen, je schneller das 
Agens wirkt und je deutlicher die Veränderungen des Mischkristalls 
sind, kann von jener nicht dasselbe gesagt werden. Die quan- 
titative Bestimmung der extrahierten Mengen der lôslichen Kom- 
ponente führt hier noch am sichersten zum Ziel. Da im Gebiete 
zwischen g, und 9, die extrahierten Mengen proportional den Mol- 
Konzentrationen sind, ist hierdurch eine Handhabe zur Inter- 
polation von g, und auch von 9, gegeben. Bei der Beobachtung 
der Oberflächen - Veränderung der Mischkristalle ist man aber bei 
der Bestimmung von 9, leicht Irrtümern ausgesetzt. 

Bildet sich ein lockerer Niederschlag auf der Oberfläche, so 
kann derselbe unveränderte Teile der Oberfläche bedecken und 
dadurch eine gleichmäfige Veränderung derselben vortäuschen. 
Dasselbe wird der Fall sein bei der Fällung eines Stoffes, der im 
Mischkristall eine merkliche Diffusionsgeschwindigkeit hat, wie 
das Quecksilber. Andererseits kann leicht eine ungleichmäfige 
Wirkung vorgetäuscht werden, wo eine vollständige vorliegt, 
wenn nämlich das Agens Flecke und Streifen erzeugt, denen 
gegenüber die weniger tief veränderten Teile durch Kontrast- 
wirkung unverändert erscheinen. 
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Auf beide Resistenzgrenzen wird das Vorhandensein von 
zonaren Inhomogenitäten, das Vorhandensein von Schichtkri- 
stalliten im Konglomerat, stark wirken. 

Die Ag-Au-Mischkristalle zeigen bei ihrer Kristallisation 
wenig Neigung zur Bildung von mikroskopisch wahrnehmbaren 
Schichten. Bei den Cu-Au-Mischkristallen mittleren Cu-Gehaltes 
tritt diese Neigung schon deutlicher hervor. Ein dreistündiges 
Tempern bei 800° läft aber hier die zonaren Inhomogenitäten so 
weit verschwinden, daB sie nach geeigneter Âtzung nicht mehr 
sichtbar werden. 

Nach Fortschafang der zonaren Inhomogenitäten kônnen aber 
noch atomistische Inhomogenitäten in den Mischkristallen ver- 
bleiben, Abweichungen von der dem endgültigen Gleichgewicht ent- 
sprechenden Verteilung der beiden Atomarten. Aus der Grenauig- 
keit der Bestimmung der Resistenzgrenze g,, deren Fehler 0.05 
ihres Molenbruches Au nicht übersteigt, würde folgen, daf die 
Summe der zonaren und atomistischen Inhomogenitäten bei den 
Cu-Au- und Ag-Au-Mischkristallen diesen Wert nicht überschreitet. 
Um diesen Grenzwert für eine bestimmte Temperzeit genauer an- 
geben zu künnen, hätte man nicht nur die verhältnismäfig leicht 
zu beschaffenden Legierungen zu prüfen, deren Zusammensetzungen 
zwischen den der untersuchten liegen, sondern auch den Zeit- 
raum zur Feststellung der Resistenzgrenze länger zu bemessen. 
Eine solche Untersuchung würde durch die Wahl eines schnell 
wirkenden Agens sehr erheblich erleichtert. Denn im Abstande 
0.05 Mol von der Resistenzgrenze braucht die Ausbildung einer 
merklichen Veränderung der Oberfläche besonders bei langsam 
wirkenden Agentien etwa 10 Tage und diese Zeit würde pro- 
portional der Annäherung an die Resistenzgrenze zunehmen. Zur 
Kontrollbestimmung, bei der nachzuweisen ist, daf die Verän- 
derung der Oberfläche nicht auf die der nächstfolgenden Zusammen- 
setzung übergreift, ist mindestens eine der ersten Wirkungsdauer 
gleiche Zeit zu wählen. Um solche Präzisionsbestimmungen konnte 
es sich naturgemäf bei der ersten Bearbeitung des Gebietes nicht 
handeln. 


Übersicht über die gefundenen Resistenzgrenzen der 
Cu-Au- und Ag-Au-Mischkristalle. 


Übersieht man die gefundenen Resistenzgrenzen g,, so bemerkt 
man, daf die Werte $ und #4 Mol Cu resp. Ag am häufgsten vor- 
kommen, selten ist der Wert 5 Mol. Bei den Cu-Au-Misch- 
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kristallen wird dieser Wert für die Wirkung einer sauren Lü- 
sung von Vanadinsäure, und bei den Ag-Au-Mischkristallen für 
die Wirkung einer Lüsung von 2Na Cl, PtCli gefunden. Ebenfalls 
selten ist die Resistenzgrenze ? Mol, welche bei der Silber- und 
Osmium - Fällung durch die Cu-Au-Mischkristalle gefunden wurde. 

Der Resistenzgrenze g, — #4 Mol entspricht immer die zweite 
Grenze 9, — $ Mol und der Resistenzgrenze £& Mol die zweite 
Grenze 1% Mol. 

Es gibt aber auch Agentien, deren Wirkung durch keine 
Resistenzgrenze begrenzt wird. Bei Zimmertemperatur wirkt eine 
Lôsung von Hg NO: auf Cu-Au-Legierungen mit dem geringen 
Gehalt von 1°/o Cu — 0.033 Mol Cu. Bei hüheren Temperaturen 
verschwindet wegen der Beweglichkeit der Atome im Raumgitter 
wahrscheïnlich allen Agentien gegenüber die Resistenzgrenze. Für 
gasfürmigen Sauerstoff und H2S-Gas konnte gezeigt werden, daf, 
wenn bei erhôhter Temperatur ihre schnellere Wirkung eintritt, 
sie die Cu-Au-Legierungen bis 1°/ angreifen. 


Zusammenstellung der Resistenzgrenzen der 
Cu-Au- und der Ag-Au-Mischkristalle 


Resistenzgrenzen in Mol Cu der Resistenzgrenzen in Mol Ag der 
Cu-Au-Mischkristalle. Ag-Au-Mischkristalle. 
Agens CA 2 Agens gi 92 
Schwefel $ Te Schwefel $ 
Selen 4 Selen LS 
Gasfôrmiger H2S$ bei 105° keine Resistenz- 
grenze 


Sauerstoffwirkungen: 


EH2 02 + H2S04 oder Na OH £ 
Alkalische Lüsung von Wein- 


säure $ 
H CI $ H CI g 
Pikrinsäure $ 
HNO2 $ H NO2 $ 
HNO3, kalt, verdünnt zu langsam HNO3 kalt, verdünnt  £ 
wirkend 
HNO3, heïB, konzentriert 4 ÿ HNO, heiB, konzentriert 4 3 
Cr2 O3 # 
Mn2 O7 4 
Nitroprussidnatrium 4 
V205 & 
* Gasfôrmiger O2 über 100° keine Resistenz- 
grenze 
Fe CI3 # &? 
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Metallfällungen: 

Hg Cl $ pe Hg Ci 5 
Hg (CN)e 4 ë 
Hg NO3 keine 
Ag NO3 z 
Ag2 SO4 x 
Au CIs # Au CIs (4) 
2H CI, PtCla + HCI 4 2H CI, PtCli + HC] # 
2Na CI, PtCla $ 2Na CI, PtCl $ 
PdC d Pd CI & 
Rh CB $ Rh CIs # 
Ru CI3 $ Ru CI3 4 oder ÿ 
Os Cl z 

Anodische Polarisation: 
NOs 4 NO3 r. 
SO4 4 SO4 4 


Zur Vermeidung der Umrechnung des Molenbruches in Ge- 
wichtsprozente und umgekehrt bei der praktischen Benutzung der 
gefundenen Resistenzgrenzen sind in der folgenden Tabelle die 
Gewichtsprozente mit den ihnen entsprechenden Molenbrüchen der 
untersuchten Cu-Au- und Ag-Au-Legierungen zusammengestellt. 


Cu-Au-Legierungen. 


Gewichts- Molenbruch Gewichts- Molenbruch Gewichts- Molenbruch 
prozente Au Au prozente Au Au prozente Au AU 
25.63 0.100 54.86 0.281 90.95 0.760 
30.71 0.125 60.04 0.326 95.03 0.861 
35.38 0.150 64.76 0.372 95.79 0.880 
39.88 0.176 70.00 0.429 96.17 0.890 
44.96 0.208 79.00 0.548 96.91 0.910 
49.88 0.243 89.86 0.741 98.91 0.967 
Ag-Au-Legierungen. 
Gewichtsprozeute Au Molenbruch Au Gewichtsprozente Au Molenbruch Au 
24.40 0.150 50.00 0.354 
32.70 0.210 55.08 0.402 
37.86 0.250 60.12 0.452 
40.04 0.268 65.06 0.505 
45.07 0.310 75.06 0.622 


Das Verhalten der Cu-Au-Mischkristalle stimmt mit dem der 
Ag-Au-Mischkristalle im Allgemeinen betreffs der Resistenzgrenzen 
überein. Eine Ausnahme macht ihr Verhalten gegenüber den Lô- 
sungen von Chloriden der Platinmetalle und der des AuCl. Hier 
macht sich die Verwandtschaft von Ag zu CI geltend. Infolge- 
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dessen wirken die Lüsungen der Chloride mit abspaltbaren ClI- 
Atomen auf die Ag-Au-Mischkristalle anders als auf die Cu-Au- 
Mischkristalle ein. Wenn der Reaktionsmechanismus derselbe ist, 
so scheint ein Unterschied in den Wirkungen der Agentien auf 
die beiden Reïhen von Mischkristallen nicht vorhanden zu sein. 
Wenn die Ag-Atome in den Mischkristallen einwertig sind, so 
sind es auch die Cu-Atome. 

Für die Sauerstoffwirkung aus Oxydationsmitteln verschiedener 
Stärke auf die Cu-Au-Mischkristalle ergeben sich verschiedene 
Resistenzgrenzen. Die stärksten Oxydationsmittel wirken mit der 
Resistenzgrenze g, — # Mol Cu, die mittleren wie eine saure Lü- 
sung von Vde Os mit der Grenze g, — 5 Mol Cu und die schwächeren 
mit der Grenze g, — $ Mol Cu. 

Diesem Unterschiede analog ist der Unterschied in der Wir- 
kung von Schwefel und Selen. Eine Deutung dieser Unterschiede 
wird später versucht werden. 

Ein ganz abnormes Verhalten zeigt das Mercuroion, welches 
in die C-Au-Mischkristalle diffundiert, ohne daf die aequivalente 
Menge Cu aus ihnen austritt. 

Bei der Wirkung von Lüsungen der Silbersalze und des 
Osmiumchlorides auf die Cu-Au-Mischkristalle treten sehr auf- 
fallende Resistenzgrenzen auf, 9, = ? Mol Cu. 


Die Antimon-Wismut-Mischkristalle. 


Antimon und Wismut bilden, wie früher!) gezeigt wurde, 
eine lückenlose Reiïhe von Mischkristallen. Aber die Diffusions- 
geschwindigkeit des Bi aus der Schmelze in die zuerst ausge- 
schiedenen antimonreichen Mischkristalle ist eine sehr geringe. 
Daher bestehen die bei gewôhnlicher Abkühlung der Schmelzen 
entstehenden Legierungen aus sehr antimonreichen Kernen, welche 
von einer weicheren Bi-reichen Grundmasse umgeben sind. Bei 
Temperaturen wenig unterhalb der des Endes der Kristallisation 
geht die Diffusion des Bi langsam vor sich. Je grôfer die Sb- 
reichen Kerne sind, um so längere Zeit wird die Homogenisierung 
erfordern. Man kann aber diese Zeit durch folgenden Kunstgriff 
wesentlich abkürzen. Durch sehr schnelle Abkühlung der Schmelzen 
kann man die Sb-reichen Kerne sehr erheblich verkleinern, und 
dadurch den Diffusionsweg verkürzen, wodurch man beim Tempern 
schneller zum Ziele kommt. 


1) Zeiïtschr. f. anorg. Chem. 44, 131, 1905. 
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Zur schnellen Abkühlung wurden die Schmelzen in eine Stahl- 
form relativ grofer Masse gegossen; die erhaltenen Zylinder wurden 
in Glasrühren eingeschmolzen und 16 Tage lang auf folgende lang- 
sam steigende Temperaturen erhitzt. 

Legierung mit 10 und 12.5 °/, Sb auf 255 bis 2710 
20 und 25°}, Sb , 265 , 2880 

30 35 38 4007, Sb , 283 , 2970 

50 und 55°/, Sb , 300 , 3300 

73 und 76°/, Sb , 330 , 4000 


Den Gewichtsprozenten Sb entsprechen folgende Molbrüche: 


10.36 Gewichtsprozente Sb 0.1666 — + Molenbruch 
22.84 3 0.3333 


TU » 
36.62 4 0.5000 — 3 3 
53.61 ; 0.6666 — 4 L 
74.29 ñ 0.8353/=73 


a. Die Spannungen der Elemente mit Sb-Bi-Mischkristallen 
gegen Sb und Bi. 
Baut man Galvanische Elemente des Typus: 
Sb | 1 Mol SbCI3 + 3 Mol NH4CI im Liter | Mischkristall, 
und bestimmt ihre Spannung nach der Kompensationsmethode, so 
findet man bei ruhenden Elektroden folgende Werte: 


+ _ 
bei 12° Sb 76 °/, Sb 0.000 bis 0.005 Volt 


PTS Ne 0.024 , 
SOUS 0.024 
RO EX 0.028 


Zwischen 76 und 73 °/ Sb, also bei : Mol Sb, steigt die 
Spannung des Elements diskontinuierlich an. 

Bei diesen Messungen schwankt die Galvanometernadel be- 
ständig, entsprechend Spannungs-Ânderungen von einigen 0.0001 Volt. 
Rüttelt man die Sb-Elektrode, so wächst die Spannung um einige 
0.001 Volt, ebenso wenn man an sie einen Luftstrom leitet. Um- 
spielt der Luftstrom die Mischkristall-Elektrode, so tritt in der 
Regel eine geringe Abnahme der Spannung ein. 

Es war daher zu erwarten, daB in Abwesenheit von Sauer- 
stoff die Elemente eine viel beständigere Spannung zeigen würden. 
Die Erwartung traf auch betreffs der schnellverlaufenden Schwan- 
kungen ein; dafür traten mit grüBerer Deutlichkeit langsame, un- 
regelmäBige Schwankungen der Spannungen auf. Um den Sauer- 
stoff nach Müglichkeit aus den Elementen zu entfernen, wurden 
die Elektroden mittelst Siegellack in H-fôrmige Glasrôühren ge- 
kittet; nach ihrer Beschickung mit je 2 cem des Elektrolyten und 
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je 2 Stücken gelben Phosphors wurden sie mit Siegellack ge- 
schlossen. 


Die gemessenen Spannungen enthält die folgende Tabelle: 


mu RES nach 3 Stunden 17 Stunden 2 Stunden 36 Stunden 
offen geschlossen offen offen 

Sb 760/, Sb 0.0112 0.0086 0.0064 0.0038 Volt 

NT 0.0184 0.0285 0.0150 0.0130 , 

2 501. 0.0230 0.0280 0.0264 0.0180 

; AUS 0.0116 0.0269 0.0164 0.0140 , 


Mit der Zeit, entsprechend der Entfernung des Sauerstoffs, 
sinkt die Spannung dieser Elemente. Wenn das Element nicht 
bewegt wird, so erhält sich die Spannung längere Zeit unver- 
ändert. Läft man aber durch Neigen des Elementes den Elek- 
trolyten zur Sb-Elektrode flieBfen, so wächst die Spannung. Wabr- 
scheinlich diffundiert durch den Siegellack langsam Sauerstoff in 
den Elektrolyten, auch kônnen hier die organischen Säuren des 
Siegellacks von EinfluB sein, da in verschiedenen Oxysäuren in 
Gegenwart von Sauerstoff Sb sich leicht lüst. 

Wenn auch die Spannungen nach 58 Stunden nicht ganz den 
Spannungen bei Abwesenheit von Sauerstoff entsprechen, so sieht 
man doch, daB auch nach fast vülliger Entfernung des Sauer- 
stoffs die rune Ânderung der Spannung zwischen 76 
und 73 °/o bestehen bleibt, und man darf vermuten, daf bei vülliger 
Abwesenheit von Sauetatoif die Spannung von Sb gegen 76 ‘/o Sb 
auf den Nullwert sinken wird. Wie dem auch sei, jedenfalls 
wächst die Spannung beim Übergang von Mischkristall mit 76 °/ Sb 
zu dem mit 73 °/o Sb sehr stark an, viel stärker als bei weiterer 
Abnahme des Sb-Gehaltes. 

Zwischen 76 und 73 °/o Sb liegt aber der Molenbruch 5% Sb, 
welcher 74,29 ‘Jo Sb entspricht. 

Für die Bi-reichen Mischkristalle ist ein ähnliches Verhalten 
gegen Bi zu erwarten. In der Tat wächst hier die Spannung bei 
1 Mol Sb diskontinuierlich an. 

Baut man die Elemente 

Bi | 0.25 Mol Bi(NO3)3 + 3 Mol NH4 CI im Liter | Mischkristall, 
so ergeben sich für ruhende Elektroden die Werte: 
Bei 12 Bi 10 , Sb  0.0000 bis hôchstens 0,0010 Volt 


OS LATE 0.0060 
20. 0.0100 


Die Schwankungen der Spannung beim Bewegen oder Rütteln 
der Elektroden im sauerstoffhaltigen Elektrolyten sind auch hier 
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recht erheblich, und zwar wächst beim Bewegen der Sb-haltigen 
Elektrode die Spannung sehr erheblich bis um 0.0050 Volt; beim 
Bewegen der Bi-Elektrode sinkt sie in der Regel ein wenig. 


Baut man zur Entfernung des Sauerstoffs die Elemente mit 
Stücken gelben Phosphors auf, wie beschrieben, so ergibt sich, 
da, wenn beim Neigen des Elementes der Elektrolyt zur Sb- 
haltigen Elektrode flieft, die Spannung ein wenig, um 0.0001 Volt, 
wächst, und daf sie bei entsegengesetztem Neigen häufig ein wenig 
fällt. Die Spannungen der sauerstoffarmen Elemente wurden ge- 
messen, nachdem die Elemente in sich geschlossen gewesen waren 
oder offen gestanden hatten. 


es 8 Stunden 3 Stunden 2 Stunden 9 Stunden 86 Stunden 


offen geschlossen offen offen offen 
Bi 10 ‘°‘/, Sb  0.0000 0.0030 0.0020 0.0026 0.0000 
PRIR 0-0212 0.0225 0.0171 0.0120 0.0120 
Fr 2087 0.0180 0.0192 0.0172 0.0154 0.0130 


Der Mischkristall mit 10 % Sb zeigt gegen Bi eine ver- 
schwindende Spannung; allerdings wurden infolge von Stôrungen 
nicht selten merkliche Spannungen beobachtet. Das diskontinuier- 
liche Ansteigen der Spannung zwischen 10 ° Sb und 12.5 % Sb 
ist sowohl bei den sauerstoffhaltigen als bei den sauerstoffarmen 
Elementen sehr deutlich zu erkennen. Dieser Anstieg tritt beim 
Molenbruch 4 Sb, entsprechend 10.36 ‘/o Sb ein. 


b. Der diskontinuirliche Abfall der Reaktionsgeschwindigkeit 
in Abhängigkeit von der Zusammensetzung der Sb-Bi-Misch- 
kristalle. 


Sb und Bi stehen, wie aus ihrer benachbarten Stellung in der 
galvanischen Spannungsreihe hervorgeht, chemisch einander sebr 
nahe. Daher ist die Wahrscheinlichkeit eine sehr geringe, ein 
Agens zu finden, demgegenüber ihre Mischkristallreihe eine Re- 
sistenzgrenze aufweist. In der Spannungsreihe (G. Wiedemann, 
Die Lehre von der Elektrizität II, S. 620) sind zwischen Bi und Sb 
noch Mn und Ni aufgeführt. Aus den Lôüsungen ihrer Sulfate 
werden aber im Lauf einer Stunde weder Mn noch Ni durch Bi 
oder einen der Bi-baltigen Mischkristalle gefällt. 

Ein Agens, für das ein diskontinuierlicher Geschwindigkeits- 
abfall auch auf qualitativem Wege nachgewiesen werden kann, 
ist eine Lôsung von 0.1 Mol Hg(CN} im Liter. Eine blanke Sb- 
Fläche wird unter Einwirkung dieser Lôsung in 20 Minuten schwach 
grau, während eine blanke Bi-Fläche noch nach 2 Stunden blank ist. 
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Läft man auf die blanken Flächen der Bi-Sb-Mischkristalle je 
einen Tropfen dieser Lôsung wirken, so beobachtet man: 


100 2: 76°: 78 * 55/1760 7 40 881" 85 0h 
A 


mn, 
nach 20 Minuten schwach grau blank 

nn ee” ne ee ne es mm 
OO RE grau blank 

ns ne — 
EC Late grau blank 


Der Abfall der en et LE et liegt also zwischen 
76 und 73° Sb oder bei & Mol Sb. Âhnlich wirkt eine Lüsung 
von HgCk, die eehAllat 0.1 Mol pro Liter enthält. Die Ge- 
schwindigkeit der Einwirkung ist hier ein wenig grôBer, ihr Ab- 
fall daher nicht so deutlich. 


100 76 73 55 50 40 38 35 30 °Z Sb 
— 


en A 
nach 20 Minuten grau blank 
tn, ee ——! 
SHEoU ; grau schwach grau blank 
ee 
O0 : grau 


Immerhin ist auch hier noch bei $ Mol Sb ein merklicher 
Abfall der Anfangsgeschwindigkeit zu bemerken. 

Undeutlicher ist der Abfall der Geschwindigkeit bei dem noch 
schneller wirkenden Agens, einer Lôsung von AuCls (0.5 g Au in 
100 cem). Aus dieser Lôsung fällt Sb erst nach 1 Stunde merk- 
liche Mengen von Au, während die Fällung durch Bi sofort ein- 


tritt. 
100 76 73 55 50 40 °/, Sb 


ne en, mn” 
nach 1 Minute keine Fällung Fällung 
Lôsung gelb Lôsung farblos 
nach 20 Minuten ebenso 


Während die Lôsung von Hg(CN} auf die Sb-reichen Misch- 
kristalle schneller wirkt als auf die Sb-ärmeren, ist die Wirkung 
der Lôsung von AuCls die umgekehrte; der diskontinuierliche 
Geschwindigkeitsabfall liegt für beide Agentien bei 5 Mol Sb. 

Eine 4 prozentige Lôsung von PdCLk wirkt in folgender Weise: 


0 bis 20 25 bis 55 43 76 bis 100 °/, Sb 


mn, ne, | mt” ee, ee mn” 
in 1 Minute nach 5 Minuten nach 10 Minuten nach 40 Minuten 
Fällung Fällung Fällung keine Fällung 


Bei ? und ÿ Mol Sb nimmt also die Geschwindigkeit der Ein- 
wirkung diskontinuierlich ab. 

Ein Tropfen einer Lôsang von (NH: MnO4 färbt sich auf 
blankem Sb in 10 Minuten dunkelblau, auf blankem Bi bleibt er 
1 Stunde lang farblos. 
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100 76 73 55 50 40 30 0}, Sb 
nach 10 Minuten dunkelblau blau  hellblau A farblos 

F0 RS TT dunkélblaun farblos 

» 40 ; ebenso ebenso 


Die Reduktionsgeschwindigkeit nimmt also bei 2 Mol Sb 
diskontinuierlich ab. 

Unter der Einwirkung einer Lôsung von 0.1 Mol NH: VdOs 
+1 Mol H: SO: im Liter wird die blanke Fläche von Bi in 1 Mi- 
nute blind, dann treten die Kristallite hervor und die Lôsung 
wird blau. Eine blanke Sb-Fläche bleibt 5 Minuten lang unver- 
ändert und wird dann blind, aber noch nach 30 Minuten ist der 
Tropfen hier gelb. 


0 bis 50 73 76 100 °/, Sb 
in 1 Minute blind in 3 Minuten blind nach 5 Minuten Beginn des Blindwerdens. 


Die Geschwindigkeit der Einwirkung fällt also bei 5 Mol Sb 
auf die beim Sb. 


H. Theoretischer Teil. 


Die Resistenzgrenzen der regulären Mischkristalle des Goldes 
liegen bei Molenbrüchen, die Vielfache von } sind, und bei den 
hexagonalen Sb-Bi-Mischkristallen ändert sich die Geschwindigkeit 
der Einwirkung verschiedener Agentien sprungweise bei Vielfachen 
von + Man hat es also hier mit einer Gesetzmäfigkeit zu tun, 
welche wie das Gesetz der multipelen Proportionen eine atomistische 
Deutung verlangt. 

Um die Resistenzgrenzen mit dem atomistischen Aufbau der 
Mischkristalle in Zusammenhang zu bringen, muB die Verteilung 
der beiden Molekülarten im Gitter des Mischkristalls bekannt 
sein. Wenn diese Verteilung feststeht, so kônnen aus den Resi- 
stenzgrenzen spezielle Eigenschaften des Agens und der aktiven 
Moleküle des Mischkristalls abgeleitet werden. 

Bevor wir diesen Weg einschlagen, sei noch auf eine Bedin- 
gung hingewiesen, deren Erfüllung notwendig ist, um durch das 
Experiment unsere Vorstellungen über die Verteilung zweier 
Molekülarten in binären isotropen und anisotropen Phasen be- 
stätigen zu kônnen. 

In binären Gas- oder Flüssigkeitsmischungen wechselt für eine 
kleine Anzahl von Molekülen die Verteilung sehr schnell; für eine 


Kg'. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse, 1916. Heft 2. 16 
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sehr groBe Zahl von Molekülen ist sie aber eine bestimmte, die 
auf Grund der Wahrscheinlichkeïitstheorie angegeben werden kann. 

Wegen des beständigen Wechsels der einzelnen Moleküle kann 
für die flüssigen Mischungen der direkte Nachweiïs der von der 
Wahrscheinlichkeïtstheorie geforderten Verteilung nicht geführt 
werden. Wenn aber die binäre ursprünglich flüssige Mischung in 
den Zustand eines Glases gebracht wird, in dem ein Platzwechsel 
der beiden Molekülarten nicht stattfindet, so kônnte das tatsäch- 
liche Zutreffen der von der Wahrscheinlichkeïtstheorie geforderten 
Verteilung beider Molekülarten durch das Experiment demonstriert 
werden. 

Wenn für eine Mischkristallreihe Resistenzgrenzen gefunden 
werden, so folgt hieraus, daf bei der betreffenden Temperatur 
ein merklicher Platzwechsel beider Molekülarten nicht stattfndet. 
Es sei daran erinnert, daf für die Wirkung von gasfôrmigem Os 
und H2S auch bei tagelanger Einwirkung des Agens auf Cu-Au- 
Mischkristalle bei 20° scharfe Resistenzgrenzen gefunden wurden, 
daf diese aber schon bei 100° verschwinden. Die Konzentration, 
bei der eine merkliche Einwirkung des Agens eïintritt, wird sich 
infolge des Platzwechsels beider Molekülartsn mit wachsender Ein- 
wirkungsdauer zu hôheren Konzentrationen der inaktiven Kom- 
ponente verschieben. 

Nuor dies Einhalten der Bedingung, da ein Platzwechsel der 
beiden Molekülarten in der binären Mischung nicht stattfindet, 
kann bei der Untersuchung binärer Gläser oder Mischkristalle zu 
Folgerungen über die Molekülverteilung in ihnen führen. 

Bekanntlich hat die Oberfläche einer flüssigen Mischung im 
Allgemeinen eine andere Zusammensetzung als ihr Inneres. Wenn 
solche Unterschiede auch bei Mischkristallen auftreten, so würden 
sie sich bei den untersuchten, kalt gewalzten Plättchen kaum 
geltend machen; denn bei dieser Operation ist die Oberflächen- 
schicht verändert und beim Putzen der Plättchen entfernt worden. 
Ihre Wiederherstellung ist im Temperaturgebiet der Bearbeitung 
ausgeschlossen, weil hier ein Platzwechsel der Atome nicht mehr 
stattfindet. Die Bestimmung der Resistenzgrenzen von Misch- 
kristallen mit einer natürlichen Oberfläche und nach ihrer Ent- 
fernung kônnte Unterschiede der Zusammensetzung der Oberfläche 
und des Inneren des Mischkristalls ergeben. 
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1. Die vollkommen ungeordnete Verteilung beider Molekülarten im 
Mischkristall ist ausgeschlossen. 


Wir stellen uns ein Gemenge zweier Molekülarten vor, in dem 
die beiden Molekülarten regellos verteilt sind und ihre Plätze 
nicht vertauschen künnen. LäBt man auf einen solchen Stoff, ein 
binäres Glas, eine Flüssigkeit hinreichend lange Zeit wirken, in 
der sich nur die eine Molekülart lôst, die andere der Flüssigkeit 
gegenüber ganz indifferent ist, so werden alle lôslichen Moleküle, 
welche nicht von unlôslichen in hinreichender Anzahl umgeben 
sind, in Lôsung gehn; die umhüllten und dadurch geschützten 1ôs- 
lichen Moleküle werden mit allen unlôslichen im Rückstande 
bleiben. Ihr Molenbruch gq, ist gleich der Summe der Wahrschein- 
lichkeiten aller geschützten lôslichen Moleküle. Beträgt der Molen- 
bruch der lüslichen Moleküle im ursprünglichen Glase g, so sind 
g— 9, in Lôüsung gegangen, oder von der ursprünglichen Menge 


der lôslichen Moleküle ist der Bruchteil ie — « in Lôsung 


gegangen. 

Wie früher!) gezeigt wurde, kann q, oder die Summe der 
Wabhrscheinlichkeiten der geschützten, lüslichen Moleküle in fol- 
gender Weïise berechnet werden. Man denke sich das Molekül- 
Gemenge in Molekül - Komplexe mit der Molekülzahl s, eingeteilt. 
Die Zahl der lôslichen und unlôslichen Moleküle in diesen Kom- 
plexen, die ein und denselben s-Wert haben, wird eine sehr ver- 
schiedene sein und von Komplex zu Komplex sich ändern. Die 
Wahrscheinlichkeiten der Komplexe mit lauter unlôslichen, mit 
einem lüslichen und s—1 unlôslichen Molekülen u. s. w. kônnen 
angegeben werden und zwar für die Mischungen mit beliebigen 
Molenbrüchen: q der lôslichen und » der unlôslichen Moleküle. 
Aus der Wabrscheinlichkeit des Vorkommens der Komplexe mit 
einem lôslichen Molekül kann auch die Wahrscheinlichkeit der 
Komplexe berechnet werden, in denen das lôsliche Molekül von 
s—1 unlôslichen umgeben ist. Der Wert von s wird so gewählt, 
daB s—1 unlôsliche Moleküle hinreichen, um das lôsliche Molekül 
vor der Wirkung des Lôüsungsmittels zu schützen. Zu diesem 
Hauptgliede kommen noch die Wahrscheïnlichkeïten der Schutz- 
stellungen, die durch die Lage der Komplexe zu einander bewirkt 
werden (Fig. 5). 

Verschiedene Annahmen über die schützende Stellung der 


1) Nachrichten der Kônigl. Ges. d. Wiss. zu Gôttingen 1914, S. 335. 
16* 
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Figur 5. 


Komplexe zu einander beeinflussen das Gesamtresultat wenig, so 
lange q > 0.33 ist. 

Die folgende Gleichung gilt mit guter Annäherung von g — 1 
bis q — 0.5 und mit weniger guter bis g — 0.33 

1-7 = CAMES da mé PEL 

Das Resultat der diesbezüglichen Berechnungen ist in Fig. d 
durch die Kurven s = 5 und s —6 dargestellt. Diese geben die 
Abhängigkeit der «-Werte von den g-Werten des ursprünglichen 
Glases an. Die Kurve s — 5 gilt, wenn 4 unlôsliche Moleküle 
ein lôsliches, und die Kurve s — 6, wenn 5 unlôsliche ein lüôs- 
liches Molekül schützen. Die «-Werte nehmen also mit der Zahl 
der zum Schutz notwendigen Moleküle zu. Die gebrochene Linie 
stellt die «-Werte in Abhängigkeit vom Molenbruch des Ag oder 
Cu der Ag-Au- oder Cu-Au-Mischkristalle dar, die bei den quan- 
titativen Extraktionsversuchen der Ag-Au- und Cu-Au-Legierungen 
mit kochender, konzentrierter Salpetersäure gefunden wurden. Es 
besteht also, wie diese Kurven zeigen, zwischen isotropen und 
anisotropen binären Mischungen ein fandamentaler Unterschied ; 
die isotropen Mischungen (Gläser) haben keine Resistenzgrenzen, 
während solche bei den anisotropen Mischungen (Mischkristallen) 
auftreten. Diesem Unterschied im Verhalten isotroper und aniso- 
troper Mischungen wird ein Unterschied in ihrem atomistischen 
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Aufbau entsprechen. Dal in homogenen Gläsern die beiden Mole- 
külarten entsprechend den Forderungen der Wabhrscheïinlichkeits- 
theorie verteilt sind, dürfte wohl nicht bezweifelt werden. Dann 
aber kann diese Molekülverteilung in binären Mischkristallen nicht 
bestehen; in ihnen mu sie eine wesentlich andere sein, und es 
entsteht die Frage, ob die Molekülverteilung in einem binären 
Mischkristall nicht angegeben werden kann. 


2. Allgemeines über die Verteilung zweier Molekülarten in 
Raumagittern. 


Diese Verteilung muB der Forderung genügen, daf sie sich 
im Mischkristall nicht ändert, wenn derselbe in ein Temperatur- 
gebiet gebracht wird, in dem unter Platzwechsel der beiden Mole- 
külarten eine neue Verteilung sich einstellen kônnte. Es handelt 
sich also um die Ermittelung der Verteilung, für die das thermo- 
dynamische Potential ein Minimum hat. Die Ermittelung der 
stabilsten Verteilung auf diesem Wege dürfte aber auf Schwierig- 
keiten stoBen. Daher wird im Folgenden ein anderer Weg ein- 
geschlagen werden, der die Einführung von Kraft-Gesetzen zwischen 
den Molekülen des Gitters erspart. 

Die stabilste Verteilung wird offenbar der besten Durch- 
mischung beider Molekülarten entsprechen. Die beste Durch- 
mischung für ein gegebenes Mischungsverhältnis ist diejenige, bei 
der die Wiederholungsperioden der Besetzung von Geraden, Ebenen 
oder Gitterräumen mit zwei Molekülarten môglicht geringe sind. 

Ferner darf die Verteilung beider Molekülarten nicht der 
Symmetrie des Mischkristalls, die mit der seiner Komponenten 
identisch ist, widersprechen. Man hat also die Verteilung für 
eine Reïhe von Mischungsverhältnissen so vorzunehmen, daf die 
bestmôgliche, mit der Symmetrie des Gitters verträgliche Durch- 
mischung erzielt wird. 

Ob sich in Mischkristallen mit stark überwiegender Konzen- 
tration der einen Komponente schlieflich auch noch diese Verteilung 
herstellt, läft sich wohl nur auf Grund von Erfahrungen, die hier- 
über zu entscheiden gestatten, ausmachen. Aus gewissen Resi- 
stenzgrenzen läft sich schliefen, daf die beiden Forderungen ent- 
sprechende Verteilung beim Mischungsverhältnis 4 noch besteht. 

Zur Prüfung der Molekülverteilungen im Gritter, die beiden 
Forderungen entsprechen, an den experimentell ermittelten Resi- 
stenzgrenzen ist die Kenntnis der Gittergeraden von Bedeutung, 
die dichter und nur mit aktiven Molekülen besetzt sind. Eine 
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solche Gitter-Gerade sei kurz als Faden bezeichnet. Die Zahl 
dieser Fäden, dividiert durch die Zahl aller dem Faden parallelen 
Gitter-Geraden, sei der Fadenquotient. Der Fadenquotient 
hängt nur von der Richtung des Fadens ab, nicht aber von der 
Neigung der Fläche zum Faden, den sie trifft. 

Die Zahl der Richtungen der Gitter-Geraden ist eine sehr 
groBe. Um die Werte der Fadenquotienten verschiedener Rich- 
tungen übersehen zu kônnen, ist zu beachten, daB eine Reiïhe von 
Richtungen kristallographisch gleichwertig ist. Diese Richtungen 
seien als die einer Richtungsgruppe zusammengefafit. Wenn die 
Molekülverteilung der kristallographischen Symmetrie entspricht, 
so ist für die Richtungen einer Richtungsgruppe der Fadenquotient 
derselbe. Die Winkel, unter denen sich die Gittergeraden schneiden, 
beeinflussen den Fadenquotienten bei gleicher Molekularverteilung 
nicht. Ob das Gitterelement eines 8-Punkt-Gitters ein schief- 
winkliges Parallelepiped, ein rhomboïidisches, rhombisches, recht- 
winkliges oder ein quadratisches Prisma, ein Rhomboeder oder ein 
Würfel ist, hat auf den Fadenquotienten keinen Einfluf. Dagegen 
wird die Zahl der mit Molekülen besetzten Punkte des Gitter- 
elementes für den Fadenquotienten von Bedeutung sein. Dem- 
entsprechend wären die 14-Gitter in 4 Klassen zu teilen, je nach- 
dem ihre Elemente 6, 8, 9 oder 14 besetzbare Punkte haben. 

Aufer den einfachen Fäden treten in Mischkristallen, die 
reicher an aktiven Molekülen sind, noch Doppelfäden und mebr- 
fache Fäden auf. 

Die Ermittelung der Molekülverteilung für die verschiedenen 
Konzentrationen des Mischkristalls vereinfacht sich dadurch, daf 
man nach Ermittelung der Verteilung für die Molenbrüche der 


inaktiven Komponente: p — #, 3, ? und £ die Benennung beïider 
Molekülarten ohne Anderung der Verteilung vertauschen darf und 
damit die Verteilungen für p — $, $ und ? erhält, allerdings 


ändern sich hierbei die Fadenquotienten. 

Für unsere Zwecke genügt die Feststellung der Molekülver- 
teilung in den 8-Punkt-Gittern und in dem 14-Punkt-Gitter. In 
den Mischkristallen des Kupfers und Goldes sowie in den des 
Silbers und Goldes besetzen die Atome das 14-Punkt-Gitter. 


3. Die Molekülverteilung in 8-Punkt-Giitern. 


In einer Ebene schneiden sich zwei Schaaren von Geraden, 
die Geraden einer Schaar haben gleiche Abstände, die Schnitt- 
punkte der Geraden werden abwechselnd mit zwei verschiedenen 
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Arten von Atomen besetzt. Wenn beide Atomarten (Kreuze und 
Kreise) in gleicher Menge vorhanden sind und die Schnittpunkte 
einer Geraden abwechselnd besetzt werden, so befinden sich auf 
den Diagonalen der von beiden Geraden-Scharen gebildeten Pa- 
rallelogramme gleiche Atome (Fig. 6). 


Figur 6. 


Besetzt man die Diagonal-Schnittpunkte abwechselnd mit ver- 
schiedenen Atomen, so folgen auf einer Geraden-Schar die Atome 
einander abwechselnd, auf der anderen sind nur gleiche Atome vor- 


banden (Fig. 7). 
FE 


Figur 7. 


Die Verteilung der Fig. 6 gibt, wie wir sehen werden, die 
Verteilung der beiden Atom-Arten auf den Ebenen des kubischen 
8-Punkt-Gitters an, wäbrend die Verteilung der Fig. 7 zu un- 
môglichen Eigenschaften der Mischkristalle des kubischen 8-Punkt- 
Gitters führen würde. Denn in den Raumgittern der Mischkristalle 
kan nur diejenige von den bestmôüglichen Durchmischungen be- 
stehen, die mit der Symmetrie des Mischkristalls verträglich ist. 

Mittels der Netzebenen Fig. 6 und 7, von denen jede zwei 
Scharen von Greraden enthält, bauen wir je ein Raumgitter auf; 
indem wir gleichbesetzte Ebenen übereinander schichten, sodaf 
die Punkte der parallel geschichteten Netzebenen auf eine dritte 
Schar von Geraden fallen, auf denen die Atome wieder gleiche 
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Abstände haben. Bei diesem Aufbau wird man, um die best- 
môgliche Durchmischung zu erzielen, zu beachten haben, daf auf 
der dritten Schar von Geraden verschiedene Atome einander ab- 
“wechselnd folgen. 

Je nachdem die Abstände der Atome auf drei sich schneidenden 
Geraden verschieden oder gleich sind und je nachdem die Winkel, 
unter denen sie sich schneiden, verschieden oder gleich sind, erhält 
man die 8-Punkt-Gitter der verschiedenen kristallographischen Sy- 
steme. 
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Fig. 8 stellt ein Stück des Raumgitters dar, aufgebaut aus 
Ebenen mit der Verteilung der Fig. 6, Fig. 9 ein solches aufgebaut 
aus Ebenen mit der Verteilung der Fig. 7. Beide sind Parallel- 
projektionen eines kubischen 8-Punkt-Gitters. Die Plätze der in- 
aktiven Atome oder Moleküle sind mit Kreuzen kenntlich gemacht, 
die der aktiven, ebenfalls die Schnittpunkte von je drei Gitter- 
geraden, sind ohne Bezeichnung belassen. 

Untersuchen wir, welche der beiden bestmôglichen Verteilungen 
die Symmetrie des Gitters nicht stôrt. Im Gitter Fig. 9, das 
aus Ebenen mit der Verteilung der Fig. 7 in der Weise aufgebaut 
ist, daB beim Übereinanderschichten auf den Geraden der dritten 
Schar die Atome abwechseln, folgen auf zwei Geraden - Scharen 
die beiden Atomarten einander abwechselnd. Die Geraden der 
dritten Schar sind entweder nur mit Atomen der einen oder mit 
denen der anderen Art besetzt. Baut man das Gitter mit den- 
selben Ebenen in der Weise auf, daB auf jeder Geraden der 
dritten Schar nur eine Art von Atomen vorhanden ist, so folgen 
nur auf den Geraden einer Schar die Atome einander abwechselnd, 
während auf den der beiden anderen Scharen die Hälfte der Ge- 
raden mit einer Atomart, die andere Hälfte mit der anderen 
Atomart besetzt ist. Der Aufbau des Gritters mit Ebenen der 
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Verteilung Fig. 7 bringt also, wie man ïihn auch vornimmt, zu 
der Symmetrie des kubischen 8-Punkt-Gitters besondere assy- 
metrische Eigenschaften der Atomverteilung. Da aber aus den 
Eigenschaften der Mischkristalle folgt, da sie die Symmetrie der 
Kristalle ïhrer Komponenten besitzen, so darf die Atom- oder 
Molekül-Verteiluug im Gritter die der ganzen Mischkristallreihe 
eigentümliche Symmetrie nicht stôren. Die Atom-Verteilung des 
mit Ebenen der Verteilung Fig. 6 aufgebauten Gitters Fig. 8, 
entspricht dieser Forderung; denn in allen Richtungen einer Gruppe 
ist hier die Aufeinanderfolge der Atome dieselbe. In den Rich- 
tungen der Würfelkanten und den der Kôrperdiagonalen folgen 
abwechselnd verschiedene Atome, und in den Richtungen der Seiten- 
diagonalen folgt einer Geraden, die nur mit einer Atomart besetzt 
ist, eine, die nur mit der anderen Atomart besetzt ist. 

Auch aus den Fadenquotienten der beiden Molekülverteilungen 
ist zu ersehen, daf die Verteilung im Gitter Fig. 9 unsymmetrisch 
ist, da der Fadenquotient für verschiedene Richtungen derselben 
Gruppe nicht denselben Wert hat. Dagegen ist die Verteilung 
im Gitter Fig. 8 symmetrisch, da hier der Fadenquotient für die 
Richtungen einer Gruppe denselben Wert hat. Æ bezeichnet den 
Fadenquotienten in den Richtungen dreier aufeinander senkrechten 
Würfelkanten, Æ, den in den Richtungen der Kôrperdiagonalen 
und }, den in den 6 Richtungen der Seitendiagonalen. 


Fadenquotienten. 
F, F F; 
Verteilung Fig. 8 0, O0, O, OMAO OM O AT EU UE An - 
Verteilung Fig. 9 1, 0, O, + À, + + 0. 0, + 4,0 0 


Der Fadenquotient ist hier gleich dem analogen Quotienten 
der nur mit inaktiven Molekülen besetzten Geraden. Von den 13 
ausgeführten Richtungen kommen also Gerade, die nur mit einer 
Art von Atomen besetzt sind, häufiger vor bei der unsymmetrischen 
als bei der symmetrischen Verteilung, und da auf den übrigen Ge- 
raden der aufgezählten Richtungen die Besetzung eine abwech- 
selnde ist, so darf man sagen, daB in diesem Falle die symmetrische 
Verteilung einer besseren Durchmischung entspricht als die un- 
symmetrische Verteilung. 

Dieses Verhalten wird auch in den nicht regulären 8 - Punkt- 
Gittern bestehen bleiben. Daher kôünnte man auch für sie die 
symmetrische Verteilung für wahrscheinlich halten. Die für das 
reguläre 8-Punkt-Gitter unsymmetrische Verteilung kann für 
die nicht regulären 8-Punkt-Gitter aus Symmetriegründen nicht 
abgelehnt werden. Die Frage nach der Molekülverteilung in 
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den nicht regulären 8-Punkt-Gittern wird sich voraussichtlich 
auf Grund der Resistenzgrenzen ihrer Mischkristalle entscheiden 
lassen. F3 

Die Atomverteilung im Gitter für das Mischungsverhältnis 
p — $ kann durch Aufbau des Gitters mit einer Art von Ebenen 
nicht ausgeführt werden, weil man auf diesem Wege zu keiner 
der Symmetrie des Gitters entsprechenden Verteilung gelangt. 
Eine solche Verteilung wird beim Aufbau des Gitters mit zwei 
Ebenenarten erzielt, von denen die eine die Atomverteilung für 
p = 4, Fig.6, die andere die Atomverteilung für p — £, Fig. 10, hat. 


Figur 10. 


Die Atomverteilung auf den Ebenen für p — 2, Fig. 10, 
entspricht der besten Durchmischung nur dann, wenn auf abwech- 
selnden Geraden die beiden Atomarten einander abwechselnd 
folgen, denn dann trifft das nicht nur für diese beiden Scharen 
von (Geraden zu, sondern auch für die beiden Scharen der Dia- 
gonalen. Beim Aufbau des Gitters mit den Ebenen der Atom- 
verteilung Fig. 6 und Fig. 10 durch abwechselnde Schichtung der- 
selben sind zwei Lagen der beiden Ebenenarten in Bezug auf ein- 
ander môglich. 

1) Die beiden Ebenenarten werden so übereinander gebracht, 
daf môüglichst viele inaktive Atome (Kreuze) auf, dieselbe Gerade 
der dritten Schar fallen, dann wäre aber in der Richtung des 
Aufbaues die Reïhenfolge beider Atomarten eine andere als auf 
den Scharen der beiden Ebenen. 

2) Wenn die beiden Arten von Ebenen aber so übereinander 
gebracht werden, daf auf den Geraden der dritten Schar die 
beiden Atomarten môglichst häufig miteimander abwechseln, so er- 
bält man eine Verteilung im Gitter, bei der sich die beiden Arten 
von Ebenen nicht nur in der Aufbaurichtung, sondern auch in 
den beiden anderen Hauptrichtungen des Gitters abwechselnd 
folgen. Fig. 11. 
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Das Gitter für das Mischungsverhältnis p — ? kann mit 
Ebenen einer Art, Fig. 10, auf der abwechselnde Gerade abwech- 
selnd mit beiden Atomarten besetzt sind, aufgebaut werden. 
Erfolgt der Aufbau so, daB über die Geraden mit beiden Atom- 
arten der ersten Ebenen wieder Gerade mit beiden Atomarten zu 
liegen kommen, so würde, wenn auf einer Geraden der dritten 
Schar nur inaktive Atome einander folgen, die Durchmischung 
auf ïhr verbessert werden kônnen, wenn die beiden Atomarten 
auf einem Teil der Geraden der dritten Schar einander abwech- 
selnd folgen würden. So wäre die Durchmischung auf zwei Ebenen 
parallel der Aufbaurichtung sehr verschieden und verschieden von 
der der Aufbau-Ebene. Läft man aber die Ebenen in der Weise 
einander folgen, daf abwechselnde Gerade der dritten Schar in 
beiden der Aufbaurichtung parallelen Ebenen abwechselnd mit 
beiden Atomarten besetzt sind, so ist für die Ebenen der drei 
Hauptrichtungen des Gritters die Atomverteilung dieselbe und 
stôrt die Symmetrie des Gitters nicht. (Fig. 12.) 
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Der Aufbau des Gitters für p — + kann mit einer Art von 
Ebenen, auf deren Geraden die inaktiven Atome in Perioden von 
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8 einander folgen, aus den beim Gitteraufbau für p — $ angege- 
benen Gründen nicht ausgeführt werden. Man hat also zwei Arten 
von Ebenen: die mit der Verteilung für p — 2 und die ohne 
aktive Atome p — %, abwechselnd über einander zu schichten. 
Wenn hierbei entsprechende inaktive Atome der ersten und dritten 
Ebenen auf dieselbe Gerade der dritten Schar fallen, so folgen 
in den drei Hauptrichtungen des Gitters einander Ebenen mit der 
Verteilung für p — ? und mit der für p — 9. Nur bei dieser 
Art des Aufbaues erhält man ein Gitter mit einer die Symmetrie 
nicht stôürenden Atomverteilung. (Fig. 13.) 


Auf dem eingeschlagenen Wege wäre es offenbar môglich, 
auch die Atomverteilungen für die Mischungsverhältnisse 
2n — 1 2n —1 
ad 2 sa 
anzugeben. 


Die Fadenquotienten der Mischungen p — 5 für drei Rich- 


tungsgruppen der 8-Punkt-Gitter sind in folgender Tabelle zu- 
sammengestellt. Æ, bezieht sich auf die Richtungsgruppe der 
Kanten, F, auf die der Kôrperdiagonalen und F, auf die der 
Seitendiagonalen. 
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Die Molekülverteilung in den 8-Punkt-Gittern kônnen wir 
mit den Resistenzgrenzen ihrer Mischkristalle nicht vergleichen, 
da zur Zeit die Resistenzgrenzen von keiner ibrer Mischkristall- 
reiben bekannt sind. Diese Aufgabe kann an zwei Mischkristall- 
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reïhen des 14-Punkt-Gitters ausgeführt werden. Da aber dieses 
Gitter komplizierter ist als die 8-Punkt-Gitter, so war es zweck- 
entsprechend, die Molekülverteilung zuerst in dem einfacheren 
8-Punkt-Gitter abzuleiten. 


4. Die Molekülverteilung im 14-Punkt-Gitter. 


Dieses Gitter entsteht aus dem kubischen 8-Punkt-Gitter, 
indem die Flächen-Mitten jedes Elementarwürfels des 8-Punkt- 
Gitters mit je einem Punkt besetzt werden. Das 14-Punkt-Gitter 
ist also mit zwei Arten von Würfelebenen aufgebaut, beide haben 
die gleiche Zahl von Punkten, doch ist die zweite gegen die erste 
Würfelebene um eine halbe Kante des Elementarwürfels in der 
Richtung einer Würfelkante verschoben. 

Wir haben zu untersuchen, welche Molekülverteilungen für 
p — #4 auf den Würfelebenen des 14-Punkt-Gitters der besten 
Durchmischung entsprechen, und wie mit diesen Ebenen das 
Gitter aufgebaut werden muB, damit in ihm bei bestmôglicher 
Durchmischung die Symmetrie des 14-Punkt-Gitters erhalten bleibt. 

Die Figg. 14 und 16 stellen die beiden bestmôglichen Durch- 
mischungen beider Molekülarten auf den ersten Ebenen dar, denn 
für beide Durchmischungen gilt die Regel, daf in 2 Richtungen 
gleiche und in zweien verchiedene Moleküle einander folgen. Die 
Figg. 15 und 17 geben die entsprechenden Molekülverteilungen 
für die zweiten Ebenen an. 


Figur 16. 
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Diese vier Arten von Ebenen kann man zum Aufbau des 14- 
Punkt-Gitters für p — 4 benutzen, indem man über eine erste 
Ebene eine zweite in den Abstand der halben Quadratseite bringt, 
dann eine erste Ebene u. s. w. Die vier Ebenenarten kônnen in 
vierfacher Weïse mit einander kombiniert werden; ferner kônnen 
abwechselnd auf den ersten Ebenen oder auf den zweïiten oder 
auf beiden die Molekülbezeichnungen vertauscht werden, und 
schliefilich kôünnen die zweiten Ebenen in ihren Ebenen um 90° 
gedreht werden. Bei allen diesen Aufbauarten aufer zwei hat 
mindestens eine Schar von Würfelebenen eine andere Molekül- 
verteilung als die anderen. Nur wenn das Gitter mit Ebenen 
der Figg. 16 und 17 aufgebaut wird, entstehen zwei Molekül- 
verteilungen, die dadurch ausgezeichnet sind, daB auf drei zu ein- 
ander senkrechten Scharen von Würfelebenen die Molekülverteilang 
dieselbe ist. 

Das Gitter mit der einen Verteilung hat hexagonale Sym- 
metrie. Aufgebaut wird dieses Gitter, indem man über die Ebene 
Fig. 16 die Ebene Fig. 17 bringt, nachdem man diese in ihrer 
Ebene um 90° gedreht hat. Die dritten und vierten Ebenen er- 
hält man aus der ersten und zweiten, indem man ibre Molekül- 
bezeichnung vertauscht, oder indem man sie um die Kantenlängen 
des Elementarwürfels in der Richtung der einen oder anderen 
Würfelkante verschiebt. Dieses Gitter wird von einer Schar 
Tetraederebenen, die abwechselnd nur mit einer Molekülart be- 
setzt sind, durchzogen; senkrecht zu dieser Tetraederebenenschar 
steht die sechszäblige Achse. 

Das Gitter mit der anderen Verteilung hat kubische Sym- 
metrie. Die erste und zweite Ebene dieses Gitters entsprechen 
genau den Figg. 16 und 17, die gegeneinander, wie ersichtlich, 
um 90° gedreht sind, sodaB ïhre nur mit einer Molekülart be- 
setzten Diagonalen einen Winkel von 90° bilden. Die dritte und 
vierte Ebene entsprechen den Figg. 16 und 17, erst nachdem diese 
um die Kantenlänge des Elementarwürfels in der Richtung der 
Würfelkante verschoben sind. 

Zwei Arten von Tetraederebenen durchziehen abwechselnd das 
Gitter. Auf der einen ist die Hälfte der Schnittgeraden mit drei 
zu einander senkrechten Würfelebenen nur mit inaktiven Mole- 
külen, die andere Hälfte abwechselnd besetzt. Beide Arten von 
Schnittgeraden folgen einander abwechselnd. Auf der anderen 
Art der Tetraederebenen ist die eine Hälfte jener Schnittgeraden 
nur mit aktiven, die andere abwechselnd mit beiden Molekülarten 
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besetzt und beide Arten der Schnittgeraden folgen einander ab- 
wechselnd,. 

Vier Scharen dieser Tetraederebenen durchziehen das Gitter. 

In jedem mit einem inaktiven Molekül besetzten Punkte 
schneiden sich drei nur mit inaktiven Molekülen besetzte Grerade, 
nämlich die Schnittgeraden der Tetraederebene und dreier auf ein- 
ander senkrechter Würfelebenen. Für die mit aktiven Molekülen 
besetzten Punkte gilt ganz Analoges. Die mit inaktiven Mole- 
külen besetzten Punkte sind also unter sich gleichwertig, ebenso 
die mit aktiven Molekülen besetzten Punkte; auch kôünnen beide 
Molekülarten ohne Eintritt einer Strukturänderug vertauscht 
werden. Das Gitter mit dieser Molekülverteilung für p — # 
kann aufgefaft werden als die Ineinanderstellung von acht 14 
Punkt-Gittern mit Elementarwürfeln, deren Kanten doppelt so 
lang sind, wie die des normalen Elementarwürfels. In Fig. 18 
sind die inaktiven Moleküle (Kreuze), welche zu den vier Punkt- 
gruppen gehôüren, mit den Ziffern 1, 2, 3 und 4 kenntlich gemacht. 

Ferner bemerkt man, da die Punkte 1, 2, 3 und 4 Tetraeder 
mit Kantenlängen einer halben Seitendiagonale bilden. Die Tetra- 
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Figur 18. 
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ederecken je zweier Punktgruppen liegen auf einer Schar par- 
alleler Geraden. Ersetzt man, um zur Verteilung für p — 3 zu 
gelangen, die inaktiven Moleküle einer Punktgruppe durch aktive, 
so wird eine der vier Tetraederebenen, nämlich die, auf der kein 
Ersatz vorgenommen ist, ausgezeichnet, und die Symmetrie des 
Gitters gestôrt. Um diese zu erhalten, kann der Ersatz nur so 
vorgenommen werden, daB von jeder der vier Punktgruppen + der 
inaktiven Moleküle ersetzt wird. Die zu ersetzenden Moleküle 
sind in Fig. 18 mit dem Buchstaben a bezeichnet. 

Die Verteilung für p — ? kann aus analogen Gründen nicht 
durch den Ersatz der inaktiven Moleküle zweier Punktgruppen 
im Gitter p — # abgeleitet werden. Die Verteilung für p = à 
werden wir später kennen lernen. 

Die Molekularverteilung für p — } kann dagegen aus der für 

— # abgeleitet werden, indem man die inaktiven Moleküle dreier 
Punktgruppen durch aktive ersetzt. Die Reihenfolge des Ersatzes 
ist gleichgültig, da ja schliefilich die Moleküle einer Punktgruppe 
übrig bleiben. Denkt man sich in Fig. 18 die Moleküle der Purkte 
1, 2 und 3 ersetzt, so besetzen die Moleküle der Punkte 4 das 
Gitter für p = £. 

Wie bemerkt, ist die Molekülverteilung für p — 2 allein 
durch Ersatz von 2? der inaktiven Moleküle aus der für p — 4 
nicht abzuleiten. Analog wie bei dem 8-Punkt-Gitter hat auch 
hier nach dem Ersatz eine Verschiebung der Hälfte gewisser 
Ebenen oder Geraden stattzufinden. Beim 8-Punkt-Gitter muften 
abwechselnde Würfelebenen um die Würfelkante des Elementar- 
würfels verschoben werden, vergleiche Fig. 8 mit Fig. 12. Beim 
14-Punkt-Gitter kann nach Ersatz der Punktgruppen 1 und 2 die 
Verschiebung abwechselnder Schnittgeraden von Dodekaeder- und 
Würfelebenen auf abwechselnden Dodekaederebenen durch Verschie- 
bung der Geraden, die durch die Punkte 3 gehn, ausgeführt werden. 

Die Verteilung für p — ? ist dadurch ausgezeichnet, daf die 
ersten und dritten Ebenen zur Hälfte mit aktiven Molekülen, 
die zweiten und vierten Ebenen nur mit aktiven Molekülen 
besetzt sind (Fig. 19). Es sind also nur die Punkte einer der 
vier 8-Punkt-Gitter, deren Ineinanderstellung das 14-Punkt- 
Gitter ergibt, mit inaktiven Molekülen besetzt. Diese Verteilung 
entspricht der Symmetrie des Gitters. Die Verteilung für p = #, 
welche aus der für p — # mit hexagonaler Symmetrie abgeleitet 
werden kann und ebenfalls hexagonale Symmetrie besitzt, kann 
natürlich nicht in Betracht kommen. 

Die Molekülverteilang für p =} kann aus der für p — ? 


| 
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p= 3 


Figur 19. 


abgeleitet werden durch Ersatz von ? der inaktiven Moleküle, 
welche im Gitter p — ? die Ecken eines der vier 8-Punkt-Gitter 
besetzen. Dieser Ersatz hat so zu erfolgen, da in jedem Element 
des einen der vier 8-Punkt-Gitter zwei inaktive Moleküle ersetzt 
werden. Die ersetzten Moleküle befinden sich auf derselben Kôrper- 
diagonale des 8-Punkt-Gitter-Elementes. 

Wenn nur die Fadenquotienten der dichter mit Molekülen be- 
setzten Gitter-Geraden berücksichtigt werden, so hat man sie nur 
für die Geraden des Elementarwürfels mit 14-Punkten anzugeben. 
Diese Geraden kônnen mit dem Symbol der Kristallebene, auf der 
sie senkrecht stehen, bezeichnet werden. 

: Die Seitendiagonalen der Würfelebenen und die Kôrper- 
diagonalen durch die Mitten zweier angrenzender Seiten des Ele- 
mentarwürfels haben dieselbe Richtung und die besetzbaren Punkte 
auf ihnen die gleichen Abstände, sie sind also gleichwertig. Deshalb 
dürfen unter der Bezeichnung Seitendiagonalen beide Arten von 
Diagonalen zusammengefafit werden. 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1916. Heft 2. A 177 
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Quotienten einfacher Fäden. 


P=r 4 4 4 # EE à À 
1) Seitendiagonalen (011) 00 4 4 4 4 1 3 
2) Würfelkanten (001) 0 _. 0 0 4 3 ÿ 3 
3) Kürperdiagonalen durch die Ecken 
und Seitenmitten (211) 01 le RS RE SE 
4) Kôrperdiagonalen durch die Würfel- 
ecken (111) 0 4 0 0 4 jte 


Ausgehend von den Ebenen mit bester Durchmischung beider 
Molekülarten wurden die Gitter für verschiedene Mischungsver- 
hältnisse durch Schichtungen von Würfelebenen aufgebaut. Würde 
man Oktaeder oder Dodekaeder übereinander schichten, so würde 
man zu denselben Verteilungen gelangen. Zu diesen Verteilungen 
gelangt man auch beim Ineinanderstellen von 8- oder 14-Punkt- 
Gittern, die nur mit einer Molekülart besetzt sind. Man gelangt 
also auf allen ersichtlichen Wegen immer wieder zu derselben 
Molekülverteilung, die der besten, mit der Grittersymmetrie ver- 
träglichen Durchmischung entspricht. Daher darf man, so lange 
nicht neue Verteilungen dieser Art angegeben werden, die be- 
schriebenen als die einzigen betrachten. 


5. Die Molekülverteilung im Gitter und die Resistenzgrenzen. 


Nach den Untersuchungen der beiden Bragg!) und Vegard ?) 
besetzen in Kupfer- und Silberkristallen die Atome das 14-Punkt- 
Gitter. Dieses Gitter wird also auch für die lückenlosen Misch- 
kristallreihen des Kupfers mit Gold und des Silbers mit Gold 
gelten. 

Die beschriebenen Molekïülverteilungen in den Mischkristallen 
des 14-Punkt-Gitters kônnen mit den Resistenzgrenzen der Cu- 
Au- und Ag-Au-Mischkristalle in Zusammenhang gebracht werden. 
Zu diesem Zweck sind zwei allgemeine Vorstellungen über die 
Wirkung der Agentien auf die Mischkristalle mit einer aktiven 
Komponente zu diskutieren. 

Die Wirkung des Agens auf die aktiven Moleküle kann durch 
die inaktiven Moleküle in der Weïise behindert werden, daB auch 
wenn Reihen mit lauter aktiven Molekülen, Fäden, im Mischkristall 
vorhanden sind, das Agens diesen Fäden nicht folgen kann, weil 
die inaktiven Moleküle den Faden in einer Weise umgeben, da 
die Moleküle des Agens nur auf das aktive Molekül im Schnitt- 


1) W. L. Bragg, Phil. Mag. (6) 28 (1915) S. 355. 
2) L. Vegard, Phil. Mag (6) 31 (1916) S. 83, 
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punkt des Fadens mit der Kristall-Oberfläche wirken künnen. 
Diese Schutzwirkung der inaktiven Moleküle ist anzunehmen, sie 
kann aber das Auftreten der Resistenzgrenzen g, nicht bedingen, 
denn die Menge der veränderungsfähigen aktiven Moleküle, ihr 
extraktionsfähiger Teil, nimmt nicht proportional dér Anzahl aller 
Fäden, sondern nur der Zahl von Fäden einer bestimmten Richtung 
zu. Treten bei abnehmendem p die Fäden dieser bestimmten Rich- 
tung auf, so wächst die Wirkung des Agens proportional ihrer 
Anzahl und erreicht bei einem relativ geringen Wert des Faden- 
quotienten den maximalen Wert, der durch die Extraktion 
oder Veränderung aller vorhandenen aktiven Moleküle gekenn- 
zeichnet ist. 

Über das Schicksal der inaktiven Moleküle, zwischen denen 
die aktiven entfernt sind, kann man sich die Vorstellang machen, 
daf sie entweder ihre Stellung behalten oder zu unregelmäfigen 
Molekülhaufen zusammengetreten die Oberfläche bedecken. Bei 
- den Cu-Au- und Ag-Au-Mischkristallen scheint die zweite Müglich- 
keit vorzuliegen. Wie sich im ersten Falle die Verhältnisse ge- 
stalten, kann wohl nur an Hand der Erfahrung entschieden werden. 
Wenn die inaktiven Moleküle nach Entfernung der aktiven ihre 
Stellungen im Gitter nicht behalten, so wird die Oberfläche des 
Mischkristalls während der Wirkung des Agens gewissermaBen 
als eine ständig frische Oberfläche zu betrachten sein und von einer 
wirklichen Schutzwirkung der inaktiven, aus dem Gitterverbande 
entfernten Moleküle kann natürlich nicht die Rede sein. 

Die Wirkung des Agens wird ferner durch eine Eigenschaft 
der Moleküle des Agens, ihren Wirkungsgrad, und durch eine 
Eigenschaft der aktiven Moleküle des Mischkristalls, ihren Affini- 
tätsvektor, bestimmt. 

a. Der Wirkungsgrad des Agens. Die Agentien kônnen nach 
der Zahl der im Mischkristall nebeneinander liegenden Fäden, 
deren Existenz Bedingung für die Wirkung des Agens ist, unter- 
schieden werden. Wenn die aktiven Moleküle des Mischkristalls 
einwertig sind, so bedarf ein einwertiges Agens für seine Wirkung 
der Existenz von einfachen Fäden, ein zweiwertiges der Existenz 
von Doppelfäden u.s.w. Der Wirkungsgrad des Agens ist gleich 
seiner Wertigkeit dividiert durch die des aktiven Moleküls im 
Mischkristall. Falls dieser Quotient ein Bruch ist, so gibt der 
Zähler des Bruches den Wirkungsgrad an. Ein Agens mit dem 
Wirkungsgrad 1 wollen wir ein einfaches, ein solches mit dem 
Wirkungsgrad 2 ein zweïfaches u.s. w. nennen. 

17% 
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b. Der Affinitätsvektor der aktiven Molekiüle im Mischkristall. 
Es wurde früher!) gezeigt, daB bei der Kristallisation die Moleküle 
nicht nur die Gitter besetzen, sondern daB sie hierbei auch einen 
erheblichen Verlust an Energie erleiden. Dieser Energieverlust 
wird vom Auftreten vektorieller Eigenschaften begleitet. Die 
Attraktionsvektore der Moleküle halten im Gitter die Moleküle 
zusammen. Für die Wärmebewegung der anisotropen Moleküle 
im Gitter folgt hieraus, daB die Molekïülachsen ihre Richtungen 
beibehalten, und daf die Moleküle drehende Bewegungen nur in 
ganz geringem Mafe ausführen kônnen. Im Gitter haben aber 
die Molekülachsen selbst bestimmte Richtungen, was durch die 
Entdeckungen von Laue und Bragg erwiesen wurde. 

Wenn die Eigenschaften der Moleküle im Gritter vektoriell 
sind, so ist das auch für ihre chemischen Attraktionskräfte zu 
erwarten. Den Betrag der Affinitätsvektore kônnen wir nicht 
angeben, wohl aber kann entschieden werden, in welchen Rich- 
tungen der Affinitätsvektor einen merklichen Wert hat. 

Für die Resistenzgrenzen y, der Mischkristalle kann nun fol- 
gende Forderung formuliert werden. 

Die, Resistenzgrenze g, ist gleich dem Molenbruch » der in- 
aktiven Komponente, bei dem, wenn » abnimmt, die Samme der 
Produkte aus den Quotienten einfacher Fäden und den Affinitäts- 
vektoren für alle Richtungen einen merklichen Wert annimmt. 

Bei einfachen Agentien sind die Fadenquotienten der einfachen 
Fäden, bei mehrfachen Agentien sind die Quotienten mehrfacher 
Fäden einzuführen. 

Bezeichnet man die Richtungen der Fadenquotienten F, und 
die der Affinitätsvektore mit gleichen Indices, so wird bis zur 
Resistenzgrenze g, für p-Werte, die nicht erheblich grôfer als g, 
sind, gelten: 

F5. APP EE NA EE FAR NE 0! 

Diese Forderung ist aber nur unter gewissen Einschränkungen 
erfüllt. Man hat nämlich sowohl bei einfachen als auch bei mehr- 
fachen Fäden noch auf die Umgebung des Fadens zu achten. 
Solche die Wirkung des Agens behindernde Stellungen sind die 
beiden folgenden: 

1. Wenn der ein- oder zweifache Faden in gewissen Wieder- 
holungen von je drei inaktiven Molekülen begleitet wird und ïhre 
Abstände in der Ebene senkrecht zum Faden nicht grôBer sind 
als die halbe Seitendiagonale, so wird durch diese Stellung der 


1) Zeitschr. f. phys. Chem. 85, 5. 273, 1918. 
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inaktiven Moleküle die Wirkung des ein- oder zweifachen Agens 
verhindert. 

2. Wenn der einfache Faden von 4 Reïhen benachbarter in- 
aktiver Moleküle begleitet wird, und die Schnittpunkte der be- 
treffenden 5 Geraden mit einer Würfelebene so angeordnet sind, 
daf die Abstände der Schnittpunkte vom zentralen Schnittpunkt 
des Fadens nicht grôfier als die halbe Seitendiagonale sind, so 
wird durch diese Umgebung des ein- oder zweïfachen Fadens die 
Wirkung des ein- oder zweifachen Agens verhindert. 

Beim Aufsuchen der zweiten Resistenzgrenze 9,, bei der alle 
aktiven Moleküle der Wirkung des Agens zugänglich werden, 
wird man die Molekülverteilungen der Gitter für p <g, daraufhin 
zu prüfen haben, ob bei der Wirkung des Agens in den Rich- 
tungen, für die das Produkt F,. 4, nicht verschwindet, keine von 
inaktiven umstellte, geschützte aktive Moleküle übrig bleiben. 
Derjenige p-Wert, bei dem die letzten geschützten Moleküle ver- 
schwinden, ist gleich der zweiten Resistenzgrenze ,. 


6. Die Affinitätsvektore der Kupfer- und Silberatome. 


Aus der Tabelle der Fadenquotienten $S. 268 ist zu entnehmen, 
daB bei p — #4, der Resistenzgrenze der Au-Cu- und Au-Ag-Misch- 
kristalle für die Wirkung eines einfachen Agens, die Faden- 
quotienten der Richtungen 1) und 3) den Wert + haben. In diesen 
Richtungen muf also der Affinitätsvektor der Cu- und Ag-Atome 
den Wert Null haben, da sonst das Agens auf den Mischkristall 
wirken müfte. Es kommen als für den Affinitätsvektor nur die 
Richtungen 2) und 4), die der Würfelkanten und der Kôrper- 
diagonalen in Betracht, da in diesen Richtungen bei p = # die 
Fadenquotienten Null sind und mit abnehmendem p wachsen. 

In den Richtungen der Kôrperdiagonalen und Würfelkanten 
finden sich in den Mischkristallen zwischen p = + und p = & 
wieder einfache Fäden von Cu- resp. Ag-Atomen, während zwischen 
p = 3% und p — #4 solche Fäden nicht vorhanden sind. (Siehe Ta- 
belle S. 258). 

Da die Mischkristalle zwischen p — 1 und p — # überhaupt 
resistent sind, so müssen auch die Moleküle der einfachen Agentien 
verhindert werden ïihre Wirkung auf diese Fäden auszuüben. 
Der Grund dieser Hinderung ist in der erwähnten ersten Schutz- 
stellung der Au-Atome um die Cu- oder Ag-Fäden zu suchen. In 
Fig. 20, p — $ bezeichnen die Kreuze Au-Atome, die Kreise Cu- 
oder Ag-Atome, von denen das Atom 1 in der Oberfläche des 
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p= + 
Figur 20. 


Mischkristalls liegen mag. Der hier in Betracht kommende Affini- 
tätsvektor der aktiven Atome fällt mit der Geraden a b zu- 
sammen. Das Agens wird auf das Atom 1 wirken kônnen, um 
aber zum nächsten Cu-Atom zu gelangen, mu es durch die Enge, 
welche die Goldatome 2 3 4 bilden, schlüpfen kônnen. Diese 
Goldatome liegen auf einer Oktaederebene und ihre Abstände sind 
gleich der halben Seitendiagonale, der geringsten Entfernung zweier 
Atommittelpunkte im Gitter. Diese Art der Behinderung durch 
umgehende inaktive Moleküle gehôrt zu der der beschriebenen 
ersten Gruppe, sie gilt für den einfachen Faden. Beim Doppel- 
faden tritt die Behinderung auf, wenn das Dreieck der inaktiven 
Atome 2, 3 und 4 von einem der beiden Fäden getroffen wird. 
Diese Stellung der inaktiven Atome zum Doppelfaden tritt zwischen 
p —= £ und p — ? auf und behindert hier die Wirkung des zwei- 
fachen Agens. 

Die Resistenzgrenze g, der Au-Cu- und Au-Ag-Mischkristalle 
gegenüber der Wirkung eines zweifachen Agens liegt bei p = £. 
In den Richtungen der Würfelkantenu ändert sich aber der Faden- 
quotient zwischen p — ? und p — #,; nicht, daher kôünnen in 
diesen Richtungen zwischen diesen Konzentrationen auch keine 
Doppelfäden entstehen. Dagegen wächst der Quotient einfacher 
Fäden der Kôrperdiagonalen zwischen p — ? und p = -;, von 
13 auf 1%, und es entstehen bei p — 2 mit abnehmendem Gold- 
gehalt Doppelfäden, auf denen die Wirkung des zweifachen Agens 
infolge der beschriebenen ersten und zweiten Hinderung durch 
benachbarte inaktive Moleküle nicht beeinflufit wird. 

Die Richtungen dieser Doppelfäden fallen mit den der Kürper- 
diagonalen zusammen und die Verbindungsgeraden der beiden 
aktiven Atome liegen in den Richtungen der Seitendiagonalen, 


Resistenzgrenzen von Mischkristallen und Molekularverteilung in Raumgittern. 268 


welche die am dichtesten besetzten Geraden des Gitters sind. Für 
die Wirkung der beiden Valenzen der Moleküle des Agens ist dieser 
Umstand günstig. In Fig. 19 ist ein solcher Doppelfaden durch 
Wiederholung des Buchstabens d an den Atomen des Doppelfadens 
kenntlich gemacht. Der Doppelfaden entsteht nach Ersatz der 
Gold-Atome 1, 2 und 3 durch aktive. Diese Art von Doppelfäden 
verschwindet bei p — 1, denn hier ist der Quotient einfacher 
Fäden der Eckdiagonalen gleich dem Quotienten bei p — £. Hieraus 
ist aber nicht zu schlieBen, da die Resistenz der Mischkristalle 
mit abnehmendem p zwischen p — -; und p — 1 wieder zunimmt; 
denn die Zahl der aktiven Moleküle nimmt in diesem Intervall zu, 
wodurch neue Môglichkeiten ïihres Angriffs entstehen, die bei 
p = + den Angriff aller aktiven Moleküle ermôglichen. 

Nimmt man also an, dafi die Affinitätsvektore der Cu- und 
Ag-Atome in den Richtungen der Kôrperdiagonalen durch die 
Wäürfelecken liegen, so folgen aus den Atomverteilungen in den 
Gittern die Resistenzgrenzen g, für ein- und zweïfache Agentien 
AU gt £tund 9! —=12. 

Bei Betrachtung der Molekülverteilungen für p = £ und 
p = £& ist zu ersehen, daf es bei p — $ keine aktiven Atome 
gibt, die von Grold-Atomen umstellt und dadurch geschützt sind, 
während es in den Mischkristallen zwischen p = #4 und p = 
solche gibt. Ihre Anzahl nimmt von p — #4 bis p — $ proportional 
mit p ab. Die Resistenzgrenze g,, bei der alle Cu- oder Ag-Atome 
der Wirkung eines einfachen Agens erreichbar sind, ergibt sich 
also ebenfalls in Übereinstimmung mit der Erfahrung. 

Die Resistenzgrenze g, bei der Wirkung eines zweifachen 
Agens sollte bei p — #, liegen; auf diese weist auch die Er- 
fahrung hin. Ein Mischkristall mit diesem Goldgehalt wird näm- 
lich durch die Wirkang des zweifachen Agens in Lamellen zer- 
legt, welche noch Cu- resp. Ag-Atome enthalten. Bei Stellungs- 
änderung dieser Lamellen gelockerten Zusammenhanges werden 
auch die Richtungen der Affinitätsvektore dieser Atome verändert, 
wodurch die Moleküle des Agens den Rest von aktiven Atomen 
verändern künnen. 

Die Resistenzgrenze g, der Cu-Au-Mischkristalle bei der Ein- 
wirkung von gelüsten Silbersalzen liegt bei p — 4 und bei dieser 
Konzentration liegt auch die Grenze, bis zu der diese Mischkri- 
stalle aus einer Lôüsung von Os Cl metallisches Os fällen. Wenn 
bei abnehmendem p der Wert p — + überschritten wird, so ent- 
stehn vierfache Fäden in den Richtungen der Kôürperdiagonalen, 
deren Schnittpunkte mit den Würfelseiten den Ecken eines Ele- 
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mentar-Quadrates entsprechen. Dadurch ist die Môglichkeit der 
Fällung von vierwertigen Os-Atomen gegeben. Um die Fällung 
der einwertigen Ag-Atome mit deïn Auftreten vierfacher Fäden 
in Übereinstimmung zu bringen, hätte man anzunehmen, da die 
Fällung des Ag erst dann erfolgen kann, wenn vier Ag-Atome 
sich gleichzeitig ausscheiden kônnen. Der Grund hierfür wäre 
wohl darin zu suchen, daB sich bei der Ag-Ausscheidung Kristalli- 
sationszentren, bestehend aus je vier Ag-Atomen, bilden müssen, 
damit die Ausscheidung überhaupt erfolgt. 

Der Sauerstoffwirkung verschiedener Oxydationsmittel kommen 
verschiedene Resistenzgrenzen zu. Der Sauerstoff der stärksten 
Oxydationsmittel wirkt wie ein einfaches Agens, g, — #, der 
Sauerstoff aus mittleren Oxydationsmitteln (Vd:0:) wirkt mit der 
Resistenzgrenze g, — % und der aus schwächeren wie ein zwei- 
faches Agens g, — ?. Analog findet man beim Vergleich der 
Wirkung des Schwefels und des Selens, daf der Schwefel wie ein 
zweifaches (9, — 2), das Selen wie ein einfaches Agens (9, = #4 
wirkt. 

Man kônnte diese Verschiedenheit durch Annahme wechselnder 
Valenz des Sauerstoff-Atoms zu deuten versuchen; damit wäre 
aber das Auftreten der Resistenzgrenze 9, — 3 nicht erklärt. 

Um die Sauerstoffwirkung von einem einheitlichen Gresichts- 
punkt aus zu übersehen, kônnte man das Sauerstoffatom aus ver- 
schiedenen Oxydationsmitteln als zweiwertig betrachten, und je 
nach der Stärke des Oxydationsmittels, aus dem das Sauerstoffatom 
stammt, ihm die Fähigkeit zusprechen, die beschriebenen beiden 
Schutzstellungen der Au-Atome zum Doppelfaden der Cu -Atome 
zu überwinden. 

Die Sauerstoffatome, die ihre Wirkung nur auf einem Doppel- 
faden fortpflanzen, dessen Atompaare sich auf Ebenen durch die 
Kürper- und Seitendiagonalen befinden und weder in der ersten noch 
in der zweiten Ârt und Weise geschützt sind, haben die Resistenz- 
grenze p — ?, da bei p<£ diese Art der Doppelfäden auftritt. 
Die Sauerstoffatome, welche auf diesen Doppelfäden die Schutz- 
wirkung der zweiten Art überwinden kônnen, haben als Resistenz- 
grenze p — $, da bei p < 5% die Doppelfäden mit dieser Schutz- 
wirkung auftreten, und die Sauerstoffatome, die sogar die Schutz- 
wirkung der ersten Art überwinden kônnen, haben ihre Resistenz- 
grenze bei p — #4, da Doppelfäden mit dieser Schutzwirkung bei 
p < #4 entstebn. 

Die beobachteten Resistenzgrenzen der Cu-Au- und Ag-Au- 
Mischkristalle kônnen also abgeleitet werden aus der Molekül- 
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verteilung, die der bestmüglichen, mit der Gittersymmetrie ver- 
träglichen Durchmischung beider Molekülarten entspricht. Dazu 
kommen zwei Annahmen. 1. Die Affinitätsvektore der Cu- oder Ag- 
Atome liegen in den Richtungen der Kôrperdiagonalen des Würfels. 

2. Bestimmte Stellungen der inaktiven Atome zu den Fäden der 
Kürperdiagonalen schützen die Fäden vor der Wirkung der Agentien. 

Die Zabl der Kôrperdiagonalen beträgt für jedes Atom 4. und 
da der Affnitätsvektor in jeder Richtung zweimal vorkommen 
kann, so kônnte man an jedem Cu- oder Ag-Atom 8 Affinitäts- 
vektore sich denken. Die Frage, ob diese Maximalzahl der Affini- 
tätsvektore wirklich auftritt, kôünnte auf Grund von Âtzversuchen 
an Cu-Au-Mischkristallen, deren Zusammensetzung zwischen den 
Resistenzgrenzen g, und 9, liegt, entschieden werden. Wenn die 
8 Oktaederflächen eines solchen Mischkristalls gleichmäfig ange- 
griffen werden, so wäre die Existenz von 8 Affinitätsvektoren 
môglich, wenn sich dagegen Unterschiede in der Âtzung ver- 
schiedener Oktaederflächen zeigen sollten, so hätte man sich, ent- 
sprechend diesen Unterschieden, Vorstellungen über die Grüfen- 
verhältnisse der 8 Affinitätsvektore zu einander zu machen. Die 
bei den Plättchen der Cu-Au-Mischkristalle im harten Zustande 
besonders nach Einwirkung von Schwefelammoniumlôsung so deut- 
lich hervortretenden blanken Streifen künnten vielleicht darauf 
zurückgeführt werden, daf in vier Richtungen der Würfel- 
diagonalen die Affinitätsvektore diesem Agens gegenüber ver- 
schwinden. 

Die Kôrperdiagonalen durch die Würfelecken nehmen in der 
Reïhenfolge der (reraden, geordnet nach der Dichte ihrer Be- 
. setzung, den vierten Platz ein Wenn die Attraktionskräfte der 
Moleküle im Gitter mit der Dichte der Besetzung abnehmen, so 
befinden sich die Affinitätsvektore auf Geraden, in deren Rich- 
tungen die Attraktionskräfte der Moleküle im Gitter schon ziem- 
lich schwach sind. 

Die Übereinstimmung der Resistenzgrenzen mit den beschrie- 
benen Molekülverteilungen macht es wahrscheinlich, da, wenn 
auch mehrere Molekülverteilungen existieren sollten, die der For- 
derung bester, mit der Symmetrie verträglicher Durchmischung 
entsprechen, die beschriebene Verteilung für jeden p-Wert diejenige 
ist, welche in den Mischkristallen wirklich vorkommt. 


Begründung der Kontinuitätsmethode im Gebiete der 
konformen Abbildung und Uniformisierung. 
(Voranzeige. Zweite Mitteilung) !). 


Von 


Herrn Paul Koebe, Jena. 
Vorgelegt in der Sitzung vom 9. Dezember 1916. 


1) Das Problem der Grenzkreisuniformisierung einer 
beliebigen reellen oder Kkomplexen algebraischen Kurve (ge- 
schlossenen Riemannschen Fläche), sowie der Hauptkreis- 
uniformisierung einer beliebigen reellen algebraischen Kurve, 
(offenen, mit Begrenzungslinien versehenen Riemannschen Fläche), 
mit oder ohne vorgegebene Relativverzweigung (,Stigmata“) ge- 
stattet eine Verallgemeinerung, deren vollständige Erledi- 
gung durch unser Kontinuitätsbeweisverfahren môglich ist. Diese 
Verallgemeinerung ergibt sich, wenn man in Bezug auf die den : 
relativen Verzweigungsstellen zugehôrenden Umlaufsfaktoren von 
der Spezialisierung auf die Werte der Form 
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absieht und vielmehr zuläfit, daB dieselben irgendwelche Zahlen 
vom absoluten Betrage 1 mit einer Amplitude = 0 und = x sind. 
Neben diesem Verzweigungscharakter wird ferner wieder der 
Grenzfall logarithmischer Verzweigung mit einer parabolischen Um- 
laufssubstitution zugelassen. Das zu betrachtende Abbildungs- 
problem fordert die konforme Abbildung der vorge- 
legten Riemannschen Fläche auf ein konvexes Grenz- 


1) Die erste Mitteilung erschien in Gütt. Nachr., 1912. 
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kreis- bezw. Hauptkreispolygon mit lauter festen 
Ecken, die im Grenzkreisfalle entweder elliptische Ecken inner- 
halb des Fundamentalkreises oder parabolische Ecken auf dem 
Fandamentalkreise sind, im Hauptkreisfalle jedoch (im Sinne der 
projektiven Deutung) auch hyperbolische Ecken auferhalb des 
Fundamentalkreises sein künnen, entsprechend den vorhandenen 
geschlossenen Begrenzungslinien der abzubildenden Riemannschen 
Fläche. Die Ecken sind dabei, allgemein zu reden, wie im Uni- 
formisierungsfalle in Zykeln geordnet. 

Um das gestellte Abbildungsproblem nach der Kontinuitäts- 
methode zu lôsen, gilt es im besonderen eïinerseits den Unitäts- 
beweis zu führen, andererseits die Synthese der zu be- 
trachtenden Polygontypen auszuführen. 

Der Unitätsbeweis gelingt durch Übergang zur Differential- 
gleichung 

Ghesro uw 


AU = ET + Sp LOC 


wobei « als der Logarithmus des FlächenvergrôBerungsverhältnisses 
definiert wird, welches dem Übergange von der abzubildenden Rie- 
mannschen Fläche auf die aas dem Fundamentalkreise |£| <1 
hervorgehenden Fläche des konstanten negativen Krümmungs- 
masses —4 mit dem Linienelement 


__ _Idé] 

Met 
entspricht. Diese Grôfie « wird an den inneren Ausnahmestellen 
(— Windungspunkte, unendlich ferne Punkte, relative Verzwei- 
gungspunkte —) unendlich in der Form Alogr, wobei À nur von 
den vorgegebenen Verzweigungsexponenten abhängt, an paraboli- 
schen Verzweigungsstellen jedoch wie —21logr —21log logrl. Nach 
Abzug der erwähnten Unstetigkeiten resultiert in jedem Falle eine 
an den Ausnahmestellen stetige Funktion. An den regulären 
Stellen der Begrenzungslinien wird die Funktion « unstetig wie 
—2loge, unter s den Abstand von der Begrenzungslinie verstanden, 
und zwar genauer gesagt so, da nach Abzug dieser Unstetigkeit 
eine Funktion resultiert, welche auf der Begrenzungslinie den 
konstanten Wert —21log2 annimmt. Windungspunkte im Innern 
and auf der Grenze sowie unendlich ferne Punkte der abzubildenden 
Fläche lassen sich auf gewôhnliche Punkte durch Anwendung einer 
Wurzel-Operation zurückführen, wodurch die diesen Punkten als 
solchen entsprechenden Unstetigkeiten der zu betrachtenden 
Funktion « in Fortfall gebracht werden kônnen, unter Beachtung 
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der für die Differentialgleichung Au = 8e“ bestehenden, sinngemäf 
aufzufassenden Invarianz gegenüber konformer Abbildung. 

Der Beweis des Unitätssatzes- für unsere Abbildungsaufgabe 
kommt nun hinaus auf den Nachweis der Unität der Lôsung der 
Differentialgleichung Æu — 8e* unter den angegebenen Grenz- und 
Unstetigkeitsbedingungen. Sei etwa uw’ eine zweite Lüsung, so 
wäre #—_" eine allenthalben auf der Riemannschen Fläche stetige 
Funktion «”, welche längs des ganzen Randes stetig in den Wert 
Null übergehen würde und an den gewühnlichen inneren Punkten 
der Riemannschen Fläche die Eigenschaft besitzen würde, daf 


Aw"Z0 ist, je nachdem w"=0 ist. Aus diesen Eigenschaften 


aber ergibt sich, daB w” identisch verschwinden muf. 

Was nun die andere Frage, nämlich die der direkten Syn- 
these der Grenzkreis- und Hauptkreispolygone anbetrifft, so hat 
Fricke diese Frage für den Uniformisierungsfall, in welchem die 
Winkelsumme eines jeden Eckenzyklus ein genauer Teil von 2x ist 
und daher die sukzessive Reproduktion der Polygone zu einer 
schlichten Bedeckung der Fläche des Fundamentalkreises (Einheits- 
kreises) führt, vollständig erledigt auf der Grundlage der Theorie 
seiner Normalpolygone. Sie läfit sich jedoch, wie ich mich über- 
zeugt habe, auch unabhängig von der Theorie der Normalpolygone 
in einer auch unsern allgemeiïineren Fall erfassenden Weïise be- 
gründen. 

Indem man auf diese Weise durch die Kontinuitätsmethode 
zur Lôsung unseres eben bezeichneten, das Uniformisierungs- 
problem als Spezialfall enthaltenden Abbildungsproblems gelangt, 
ist damit nun aber auch zugleich ein Nachweis der Existenz der 
Lôsung der Differentialgleichung 44 — 8e“, die den vorgeschriebenen 
Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen genügt, geliefert!), ein Nach- 
weis, bei welchem übrigens nur rein funktionentheoretische 
Hilfsmittel zur Anwendung zu gelangen brauchen und ins- 
besondere auch der Integralbegriff vermieden werden 
kann. 

2) Am Schlusse meiner erwähnten Voranzeige (erste Mit- 
teilung) habe ich auf eine Erweiterung des Parallelschlitz- 
Theorems hingewiesen, deren vollständige Behandlung mit Hilfe 


1) Mit diesem Integrationsproblem hat sich mit besonderer Bezugnahme auf 
den Uniformisierungsfall nmeuerdings auch Herr L. Bieberbach beschäftigt. 
S. dessen Abhandlung: , Au — e“ und die automorphen Funktionen“ in Math. Ann. 
Bd. 77 (1916), wo auch die Literatur (Schwarz, Picard, Poincaré) zu- 
sammengestellt ist. 
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unserer Kontinuitätsmethode müglich ist. Die Erweiterung be- 
stand darin, daB an Stelle einer für alle Schlitze festen Richtung 


Jetzt für jeden Schlitz eine besondere Richtung vorgeschrieben 
wird. Dieses Theorem ist nun seinerseits noch verallgemeinerungs- 


fähig ; und ich will hier nur eine dieser Verallgemeinerungen mit- 
teilen. 

Wir denken uns einen mehrfach zusammenhängenden schlichten 
Bereich B gegeben, der den unendlich fernen Punkt in seinem 
Innern enthält. Auf den Begrenzungslinien des Bereichs B sind 
je eine endliche Anzahl von Punkten markiert, », auf der «-ten 
Begrenzungslinie. Nunmehr wird jeder Begrenzungslinie L, ein 
von v, verschiedenen, durch einen Punkt gehenden Geraden ge- 
bildeter Richtstern zugeordnet, wobei die einzelnen Geraden, 
entsprechend der zyklischen Anordnung, den verschiedenen Teiïlen 
der betreffenden Begrenzungslinie zugewiesen werden. Alsdann 
ist es wiederum auf eine und nur eiue Weise môglich eine ent- 
sprechende Abbildung des gegebenen Bereichs auf einen 
schlichten Schlitzbereich herzustellen, bei welchem der 
einzelnen Begrenzungslinie ein sternfürmiges Schlitzsystem 
entspricht. Das «-te Schlitzsystem wird von Schlitzen gebildet, 
von denen gewisse »,—1 von ein und demselben Punkte aus- 
gehen, während der letzte, nicht vorausbestimmbare, im allge- 
meinen durch den erwähnten Punkt hindurch geht, ausnahmsweise 
aber auch dies nicht zu tun braucht, in welchem Falle dann der 
Bereich in dem erwähnten Punkte einen überstumpfen Winkel 
bekommt :). 


1) Wegen der näheren Ausfübrung verweise ich auf die Abhandlung IV 
der Serie ,Abhandlungen zur Theorie der konformen Abbildung“ (H. A. Schwarz 
zu seinem 50-jährigen Doktorjubiläum am 6. August 1914 zugeeignet) (Crelles 
Journal Bd. 145 u. 147, Acta Math. Bd. 140 u. s. w.). 


Über die zehn allgemeinen Integrale der klassischen 
Mechanik. 


Von 
F. Engel in Giefen. 


(Aus einem Briefe an Herrn F. Klein.) 
Vorgelegt in der Sitzung vom 11. November 1916 durch Herrn F. Klein. 


Bei unsrer letzten Besprechung machten Sie mich auf eine 
Arbeit von Herglotz!) aufmerksam. Dieser betrachtet ein me- 
chanisches Problem, das die zehngliedrige Lorentzsche Gruppe 
gestattet und leitet ganz im Sinne von Lie aus den zehn infini- 
tesimalen Transformationen der Gruppe die zehn bekannten Inte- 
grale des Problems ab. Sie bemerkten sodann, da man aus diesen 
Integralen die zehn bekannten Integrale des gewôhnlichen »-Kürper- 
problems gewinnt, wenn man zur Grenze übergeht und die Licht- 
geschwindigkeit unendlich werden läft. Sie wünschten nun noch 
zu wissen, wie man im Sinne von Lie die letzteren Integrale aus 
den infinitesimalen Transformationen der zehngliedrigen Gruppe 
gewinnt, die zum #-Kôrperprobleme gehôrt und die, unglücklich 
genug, als die Galileische Gruppe bezeichnet wird. Es handelt 
sich dabei allerdings nur um das Integral der lebendigen Kraft 
und um die zweiten Schwerpunktsintegrale, denn bei den ersten 
Schwerpunktsintegralen und bei den Flächensätzen liegt die Sache 
auf der Hand. 

Um Jhrem Wunsche so nachzukommen, daB ich auch den 
Fernerstehenden verständlich werde, muB ich Einiges über die 
Liesche Theorie vorausschicken. 


1) ,Mechanik des deformierbaren Kôrpers vom Standpunkte der Relativitäts- 
theorie“, Ann. d. Physik (4), Bd. 36, 1911, S.493—533, vgl. besonders $ 9, $. 511. 
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Die Integration der kanonischen Differentialgleichung : 
(1) : ASS» ver lan Pis-e.1 Pa) — CONS. 


ist gleichbedentend mit der der linearen partiellen Differential- 
gleichang : 


LR on of of 
@) an = à (AS oee 2) = 0 
oder mit der des simultanen Systems : 
dx, dp, 
(3) PAU riad (CEST 


wo À eine Hülfsveränderliche ist. Nach Lie ist aber jedes Inte- 
gral von H = const., das heïfit jede Lôüsung ® von (Hf) — 0 zu- 
gleich die charakteristische Funktion einer infinitesimalen Trans- 
formation : 


(4) dt, — Dh, dt, Ôp, = — D. 06 (i = 1,...,”), 


bei der die Gleichung H = const. invariant bleibt, denn es ist ja: 
PEN 
H— 5 (0,4, —0%,Hp) 0 = (DH)ôt= 0. 
i LI 


Diese infinitesimale Transformation ist eine sogenannte Berührungs- 
transformation in den x, p und ist durch die Eigenschaft gekenn- 
D daf 


SEE loose LEPrER 
rh >> ee —  }X (ôp,dr;+pdôx) — al > DH). 
% U U 


wird, also gleich einem vollständigen Differential. Lie stellt sie 
durch das Symbol 
Li l'an ôf of 
PO ras 2 (fac mass) 


t 
dar. Ist sig D die charakteristische Funktion einer in- 
finitesimalen Berührungstransformation, bei der die Gleichung 
H = const. invariant bleibt, ist also (® H) = 0, so ist ® — const. 
ein Integral von H — const. 
Nan sind die Differentialgleichungen des #-Kürperproblems: 


Lie dy Amar des) as 
DER hp Le Ge 
di; di de; 
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wo U eine bekannte Funktion der Koordinatendifferenzen x, — x,, 
Y—Yr 4-2 ist, die sich bei Drehung des Koordinatensystems 


nicht ändert, und diese Gleichungen bringt man auf die kanonische 
Form, indem man an Stelle der %,, y,, 2, die GrüfBen: 


PE Pis. ME RRONME e 
einführt und 


î 


m; 


setzt. Dann wird nämlich: 


dx, dy; de, 
a = ps Pres À Dot 
. PR rt à 

dt NN AR NT NN RE 


und 7 — const. ist die kanonische Diferentialgleichung des Pro- 
blems. 

Die zehn infinitesimalen Transformationen der zugehôrigen 
Gruppe G& sind auBer den euklidischen Bewegungen, deren Liesche 
Symbole lauten: 


D ee van en Dale D à Tea 


0x” 0y 02° V6x ‘oy’ “oy 67’ ” de ‘or 
noch die folgenden vier: : 


d'A RL eRR E 
dar r 0. + 02 


02 ? 


bei denen die Zeit um eine Konstante und die Koordinaten #, y, z 
um der Zeit proportionale Glieder geändert werden. In vier 
dieser Transformationen kommt die Zeit { mit vor, die in dem 
kanonischen Systeme (5) als unabhängige Veränderliche benutzt 
wird, während doch bei den Lieschen Betrachtungen über ka- 
nonische Systeme und infinitesimale Transformationen die unab- 
hängige Veränderliche des kanonischen Systems blos eine Hülfs- 
veränderliche ist, die von der infinitesimalen Transformation gar 
nicht transformiert wird. 


DemgemäB ersetzen wir in (5) die Zeit { durch eine Hülfs- 


veränderliche x, die durch: de — 1 definiert ist. Indem wir 
dann dem { eine kanonische Veränderliche » zuordnen, die ihm 


ebenso entspricht wie z. B. p, dem x,;, ersetzen wir (5) durch: 
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dx dy. dz, dt 
A ra Gaia ni bare 
(”) d a 
LEE pe TRE E ES RATS Re NL NET 
| dr HO CUE ve MP GT PT Cl F RORE. 


Da H von t frei ist, haben wir wieder ein kanonisches System, 
aber die zu (5') gehôürige partielle Differentialgleichung ist jetzt 
nicht mehr: H — const. sondern: 


(6) H+p = const. 
Die infinitesimalen Berührungstransformationen, die in Betracht 
kommen, sehen 50 aus: 


of 


LEA C 
@n=  (o,+e 


of 
QUR Free F 
IPN of of of of 
CT Car 7 
zur charakteristischen Funktion ® haben sie eine beliebige Funk- 
tion der %,, y,, Z,, P,, 4, r,, t und p und sind dadurch definiert, 


da sie den Pfaffschen Ausdruck 
Horn 
(?) 2 (r.dx,+q:dy,+r,dz)+ pdt 
4 


bis auf ein additives vollständiges Differential invariant lassen. 

Die infinitesimalen Transformationen unsrer zehngliedrigen 
Gruppe G bestimmen nun zunächst nur, wie x,, y,, 2, und é trans- 
formiert werden. Wir müssen sie daher, um sie als infinitesimale 
Berührungstransformationen verwerten zu kônnen, erweitern, 
indem wir aus den Zuwachsen der x,, y,, z;, t die von p,, q,,r 


î 


dx; 
und p berechnen. Wegen: p, = M"; M 7E wird : 
PU TRRRE dt.dôx,— dæx;dot sé dôx,  dôt 
D; ent; dt? D Fi i dt P; dt 


und in ähnlicher Weïse erhalten wir 09,, dr. Zur Bestimmung 
von Ô0p haben wir dann noch die Gleichung 0(H+p) — 0 zu 
bilden. Als Kontrolle dient schliefilich, daf die gefundenen Zu- 
wachse durch die partiellen Ableitungen einer charakteristischen 
Funktion ausdrückbar sein müssen. 


So ist zum Beispiel bei der Translation î 


02, — 01 07; = DU 07, —10, dti==10; 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1916. Heft 2. 18 
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wo 04 eine unendlich kleine Konstante hezeichnet, also wird: 
0DE == 00, = 0er 0, "pe 0 


Die zugehôrige charakteristische Funktion ist: 
Len 
p> D; 
% 


die gleich Constans gesetzt ein Schwerpunktsintegral liefert. 


Ofe_ EYOf: 


Ebenso ergibt die Drehung: x crie Vs 


das Flächenintegral: 


Iso 
2 (t,4; — Y;p;) = const. 
a 


Für die infinitesimale Transformation Se ist: 


0x, =: 0y, =\02; = 0, eût —=.0%, 
mithin: 
dp, = 0, = dr, — 0, ôp = 0. 
Die charakteristische Funktion lautet: p und liefert das Integral: 


p —= const., das sofort das Integral H — const. der lebendigen 
Kraft ergibt. 


Endlich ist für die Transformation EL: 


OX, == 104, OU, 08, = 0,7 067" 0}; 


mithin: 
00, = M,04, 0g,= 0r, = 0, ,dp—= — D Pa 04, 


also die charakteristische Funktion: 
ESC Hunt 
BD—t 5 m—- > max. 
î es 


Wirklich ist auch D — const. ein Integral: man erhält es durch 
Verbindung des Schwerpunktsintegrals: Xp, — const. mit der 
daraus durch Quadratur entstehenden Integralgleichung : 


Dm,x, —= Const. {+ Const. 


die so, wie sie vorliegt, nicht die gewühnliche Form eines Integrals 
der Gleichung: H+p = const. hat. 

Noch bemerke ich, da für die letzte charakteristische Funk- 
tion ® die Gleichung gilt: 
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ren 
CET 


Hierin liegt, daf$ das Integral H — const. der lebendigen Kraft, 
wenn man die infinitesimalen Transformationen 


CAO TRES OH 
OLA ONE 0 


hinzunimmt, die drei ersten Flächenintegrale nach sich zieht. Das 
stimmt mit dem von Ignaz Schütz in den Gôttinger Nach- 
richten von 1897, S. 110—123 ausgesprochenen ,Prinzipe der ab- 
soluten Erhaltung der Energie“. 

. Ich kann nicht umhin, zum Schlusse noch hervorzuheben, daf 
mir die hiermit gewonnene Auffassung der Integrale des »-Kôrper- 
problems unsre Eïinsicht in den ganzen Zusammenhang der Dinge 
wesentlich zu fürdern scheint. So lange man sich auf die Gruppe 
der Euklidischen Bewegungen beschränkte, erschienen auch vom 
Lieschen Standpunkte aus das Integral der lebendigen Kraïft 
und die zweiten Schwerpunktsintegrale wie vom Himmel gefallen. 
Merkwürdig, daf zur Erlangung dieser Einsicht der Umweg über 
die Lorentzsche Gruppe gemacht werden mufñte. 


18* 


Über die Koeffizientensumme einer beschränkten 
Potenzreihe. 


Von 
Harald Bohr in Kopenhagen. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 11. November 1916 durch Herrn Landau. 


KHinleitung. 
Es sei 


gesetzt. Es bezeichne G,, bei festem », die obere Grenze 
von |s,| für alle im Einheitskreise |[x|<1 regulären 
Funktionen f(x), die der Bedingung {[f(x)| <1 für |x| <1 
genügen. Durch eine sinnreiche Methode ist es bekanntlich 
Landau) gelungen, für jedes » Z 1?) die Zahl G, zu bestimmen, 
und zwar mit dem Ergebnis 
n _f—}Ÿ LT EL AS À 1.3...(2n—1)\ 
LATE se rl ee 

G = Si, | 1+(;) heal +( 2.4...on É 
Hiernach ist, wie mit Hilfe der Stirlingschen Formel unmittel- 
bar zu beweisen ist 5), 


1) Vergl. z. B. das schône Buch von Landau: Darstellung und Be- 
gründung einiger neuerer Ergebnisse der Funktionentheorie. 
110 $. Berlin 1916, worauf ich betreffs der Literatur verweise. 

2) Für n— 0 ist offenbar G, — 1. 

3) Landau I.c. S. 22—28. 
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1 
G, = log n, 
d. b. es ist 
2 G 1 
lim B_ = —, 
HE co bgn x 


Wir wenden uns nun zu einer wesentlich andererartigen Frage- 
stellung, nämlich der folgenden: Was läft sich bei einer festen 
für {x| <1 regulären und beschränkten Funktion f(x) über die 
» MaximalgrôBenordnung“ der Koeffizientensumme 5, bei wachsendem 
n aussagen? Das erste und wichtigste hierhergehôrige Problem, 
nämlich die Frage, ob die Zahl {s,| bei jedem festen f(x) eine be- 
schränkte Funktion von # ist oder nicht, ist bekanntlich von 
Fejér!) gelôst worden, und zwar mit dem Resultate, da8 |s,| bei 
festem f(x) nicht beschränkt zu sein braucht. — Durch einen 
Blick auf die Methode”), mittels welcher Fejér eine im Eimheits- 
kreise |x| < 1 reguläre und beschränkte Funktion f(x) mit nicht 
beschränkten |s,| konstruiert hat, ersieht man sofort, daB diese 
Methode nicht nur zum Existenzbeweis einer solchen Funktion 
f(x) angewendet werden kann, sondern sogar imstande ist, das 
folgende genauere Resultat zu liefern: Es sei y(n) eine be- 
liebige positive Funktion von», die — o(logn) ist, 
d.h. die der Bedingung lim _— —/0penürti ADann 

nos OS 


gibt es zu diesem (x) eine im Einheitskreise [x| <1 
reguläre und beschränkte Funktion f(x) derart, daf 
die Ungleichung 

[s,| > Ÿ (2) 
für unendlich viele x erfüllt ist. — Die Fejérsche Me- 
thode erlaubt dagegen nicht, zu entscheiden, ob es eine für 
|] < 1 reguläre und beschränkte Funktion f(x) derart gibt, das 


lim sup 


fs, 
n— 108 


> 0 
n 


ist, oder anders ausgedrückt, ob die (z. B. aus dem Landau schen 
Resultate G, L log # unmittelbar folgende) Relations, — 0 (log n) 


für jede feste im Einheitskreise [x] < 1 reguläre und beschränkte 
 Funktion f(x) durch die schärfere Relation s, — o(log x) ersetzt 


1) Vergl. z. B. Landau, L c. S. 8 und $S. 23—25. 
2) Siehe Landau, lc. S. 24—25. 
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werden kann. Wie Landau in seinem Buche hervorhebt!), ist 
diese letzte Frage bisher ungelüst. 

Der Zweck dieser Abhandlung ist die Erledigung dieses Pro- 
blems. Es wird sich das Resultat ergeben, daf die Relation 
S, — 0(logx) nicht für jede feste im Eïinheitskreise reguläre 
und beschränkte Funktion gilt, mit anderen Worten: 

Es existiert eine für [x|<1 reguläre und be- 
schränkte Funktion f(x), für die 


EA 
log n 


lim sup > 0 
ñn = OO 


ist. 
Wegen G, Log» ist dieser Satz offenbar mit dem fol- 


genden identisch: 

Es gibt eine positive absolute Konstantec derart, 
da bei passender Wahleiner für [x] <1regulärenFunk- 
tion f(x) mit |f(x)| <1 für [x| <1 die Ungleichung 

EAl =c.G 
für unendlich viele # erfüllt ist. 

Ich werde übrigens ein wesentlich genaueres Resultat abieiten, 
nämlich gleichzeitig die obere Grenze C aller absoluten 
Konstanten c im Sinne des letzten Satzes bestimmen. 
Nach dem (für alle f(x) und alle » gültigen) Satze |s,| = G, folgt 
sofort, da8f C = 1 ist. Ich werde beweisen, da C tatsächlich 
— list, d.h. ich werde den folgenden Satz beweisen: 

Hauptsatz: Zu jedem0<1<1i gibt es eine für |x| <1 
reguläre Funktion f(x) mit [f(x)| <1 für [x| <1 derart, 
da die Ungleichung 


81 > (—1)G, 


für unendlich viele # besteht. 

Bei dem Beweis dieses Satzes wird eine bei der Landau- 
schen Bestimmung von G, auftretende, von Landau herrührende 
Darstellungsformel für s, sowie eine von Landau eingeführte 
Hülfsfunktion f,(x) eine fundamentale Rolle spielen; ich werde 
daher in $ 1 die Landausche Bestimmung von G, reproduzieren. 
In $ 2 werde ich einige Hilfsbetrachtungen vorausschicken, die 
für den Beweis des Hauptsatzes in $ 8 erforderlich sind. 


1)'Landau,1c.59; 
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he 
Die Landausche obere Grenze von |5,]|°. 
Die Landausche Darstellungsformel der Koeffizientensumme : 
Es werde 


UE RAS l'RRT.S 1.8...(2n—1),, 
PG= à (ca =itgersette D 


und 


QE) = er (CP, @) 


gesetzt. Dann gilt für jede im Einheitskreise |[x| <1 
reguläre Funktion ne die Formel 


nl QC (a) de, 


wobei das Integral über einen (beliebigen) Kreis 
kæ| = r mit 0O<r<1 zu erstrecken ist. 
Die Richtigkeit dieser Formel folgt sofort daraus, daf 
(P, (x)) ein mit 1+x+...+32" beginnendes Polynom 
l+hx+... Hat +p, arte... D, atté 
ist, also der Faktor Q,(x) von der Form 


1 1 
Qu (x) — La nat ri rx "ti "e boss EE “a biz LH 


7 Yi 


ist. 

Hilfssatz: Die Nullstellen des obigen Polynoms 
P,(x) liegen sämtlich auBerhalb des Einheitskreises 
FAR 

Denn nach einem leicht beweisbaren Satz von Kakeya*) hat 
eine Gleichung 

Par G+AR+.- + = 0 
mit > —>...—0c, => 0 alle ihre Wurzeln absolut = 1. 

Satz von Landau: Für die Menge aller f(x), die im 

Kreise |x| <1 regulär und absolut <1 sind, hat bei 


festem n=1 die obere Grenze von |s,| = |a,+--:+a,l 
den Wert 


NUM: 158 (2n—1) 
1+(5) ee 1) v + (er 1) = x 
1) Der Inhalt dieses Paragraphen ist dem Landauschen Buche $. 20—23 


entnommen. 
2) Vergl. Landau I. c. S. 20. 
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Beweis: 1) Es sei f(x) für [x] <1 regulär und absolut — 1. 
Aus der Formel TA | 
= grf Aofod  (O<r<i) 
læl=r 


2xi 
folgt sofort, x — ré? gesetzt, 


ÿ 2x 1 2x . 
<= gx f 12 = 


F 2(s17 


re 
also, da die linke Seite von r frei ist, 
” f—4"\ % /1.38...(2r—1) \ 
= 2 = TT ER. CT RE = . 
DE A re er nes 
2) Ich werde (stets nach Landau) beweisen: Es existiert 


eine für [x|<1 (übrigens sogar für [x| £1) reguläre Funktion 
f,(&) derart, da8 [f,(x| < 1 für [x| < 1 (also |f,(x)| < 1 für |x| < 1) 


und 
n 412 
Sn — À à = G, 
y — 0 
ist. Um die Idee des Beweises deutlich hervortreten zu lassen, 
sei die folgende Bemerkung vorausgeschickt: Damit eine für |x| £ 1 
reguläre Funktion f,(x) die Bedingungen s, — G, und |f,(x)| <1 
für [x| <1, d.h. (weil f,(x), wegen G,=1, nicht konstant sein 
kann) {f,(x)| £ 1 für [x] <1 erfüllt, ist es offenbar, auf Grund 
der beiden Formeln 


1 l'ONF ip) i 
se 2e. _ One | Qu le?) fa (et) e'? dy 


und 


1 LE PEUR 
Ra 0e el % J 1, (27) ag, 


notwendig und hinreichend, daB erstens |f,(x)| = 1 für 
|| — 1 und zweitens Q, (9) j'a. (.19) 7 [e, (ei?) ist, also daf 
auf dem ganzen Eïinheitskreise |x| — 1 der absolute Wert von 
f,(æ) gleich 1 ist und das Produkt der Fonktion f,(x) = f, (e'?) 
mit der Funktion æ.Q,(x) = à @, (e*?) — ®,(p) die Amplitude 
O besitzt. Eine solche für |x| = 1 reguläre Funktion f,(x) ex1- 
stiert aber und ist durch den Ausdruck 
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ml 1.3...(2n—1) PSE 
#P, (2) RS SE AN ONE CE A 


OR Re = np 
PATES SE Psp ee 1e 1 1.3...(2n—1) , 
RUE rate con 

gegeben; denn es ist ja für |x| — 1 einerseits 


wäbrend andererseits für |æ| — 1 


sp (1 
CAAROBACES ol re) — P,@).P, (+) = 


æ 
[P,@)F = 10, (@)l 


ist. Für dies f, (x) ist also s, — G,, womit der Satz bewiesen ist. 


8 2. 


Beweis einiger Hilfssätze. 


Es seien durchweg im Folgenden (wie in $ 1) mit P,(x), Q,(x), 
®,(p) und f,(x) die vier Funktionen 


À 


P@= > (es  Ekl<, 
v— 0 
Que) = er CG) ir 0<#1< 1), 


D,(p) — eP Q, (2?) (für alle reellen op), 


nl 
fn) = PC) à Guest) 


bezeichnet. Dann ist speziell |f, (e%)| — 1 und ®,(y)f,(e*) — 
|[®,(p)| für 0 = y < 2x, sowie 


1 27 ( ig) il 27 
BJ AA (ap = 2 (io id = 6, 


wo G, die Landausche Zahl 


1\ 1.3... (2n — 1) \* 
DÉS) 2.4...2n | 


282 = Harald Bohr, 


bezeichnet. Es sei ferner durchweg À eine feste Zahl im [nter- 
valle 0 <1<1, nämlich die im Hauptsatze auftretende Zahl. 


Hilfssatz 1: Es sei d eine beliebige Zahl im Inter- 
valle0<0<x Dann gilt für alle hinreichend groBen 
n, db. für n > N = N(0,1), die Ungleichung 

1 27 — Ô 


À 
Or ù 18, (pl dp < 55: Gus 


4 27 
also (vegen Sa [D,(p)| do = c) 
2x J, 


a otie ae 
73 LA n(p)| pP7 50 }' 
Beweis: Es konvergiert auf dem Bogen 0 = y = 2x — 0 des 


Einheitskreises æ — e*? die Potenzreihe 


O9L.7 1 
P@= > (Car 
y—= 0 
gleichmäfig gegen die Funktion (1—4x) #, d.h. es konvergiert 


dort die Funktion P,(x) für n —c gleichmäfig gegen (1—x) ë, 
Folglich konvergiert auf demselben Bogen die Funktion 


18, (D) = 10,(@)] = 12,G@)F 


gleichmäfig gegen TT Hieraus folgt aber sofort, daB für 


alle hinreichend grof$en », d. h. für n = N, (0), 


1 2x — d 4 2% —8 
7 J laGlw<-/f P— = 
(] ô De | 


ist, wo À nur von Ô abhängt, also (wegen G,—>cc), da für 
n> N(>N,) 


1 27 — d À 
2x), 1, (p)1 dp < EG Ga 
ist. 

Hilfssatz 2: Es sei N eine beliebige positive ganze 
Zahl,und0<0=x, 0<s<Xbeliebig gegeben. Dann 
gibt es dazu ein ganzes #—N und eine für |x| = 1 
reguläre Funktion g(x) mit den folgenden Eigen- 
schaften: 
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LR r9 1 
1) 2 Jade (5) a, 


oder (was damit gleichbedeutend ist) 


À 


TR OLEET 
D, (p)| 4 < u 


g@<1-+ für [al £1. 


8) (g(x)]<e in demjenigen Teil des Einheits- 
kreises |[x| < 1, für den À(x) = cos d!) ist (siehe Figur 1). 
Re À 
“h D, (œ) 9 (#) 4 -(1-5) Ga 
— Ô 


4) DT 


Beweis: Ich bestimme zunächst eine positive Zahl 5 — m (0, &) 
s0, daB €” Sen e ist, also die Funktion €” @—1) ;5 Gebiete 
|&l < 1, À (x) £ cos d absolut <s ist. Danach bestimme ich (was 
offenbar, da €” GR fie ke 1 ist, müglich ist) eine positive 


Zahl 0, <Ô derart, daf auf dem Bogen — 0, = y £ d, des Ein- 
heitskreises # — €? die Ungleichung 
p 


RME 0) 5 


1) #(2) bedeute stets den reellen Teil der komplexen Zahl z. 
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besteht. Zu diesem à, bestimme ich schlieflich, auf Grund des 
Hülfssatzes 1, eine ganze Zahl n > N derart, da 


LATTES À 
ist. Ich beweise nun: diese Zahl n > N und die dazu gehôrige 
für [x| = 1 reguläre Funktion g(x) — (1 — 3) voice fh (&) er- 


füllen die sämtlichen Bedingungen des Hilfssatzes 2. 
1) Wegen d, < 0 folgt sofort aus 


de FARINE =(1-35)6 
PA A Fa n (P. g 50 n°? 


daf 


LP te =(1-%)6 
214 1 na \P @ 50 ñ 


ist. 
2) Weil im Einheitskreise |[x| = 1 
RÉTPRENE MI eIEN 


ist, gilt dort die Ungleichung 
pi LE À 
LOTS | Con OISE 


8) Aus Paie <e für [x] Z1, R(x) <cosd folgt in 
diesem Gebiete 


be = (1-5) 1e < fetes 


4) Schlieflich ergibt sich 


mi. ®, (p) 9 le) dy ue ®, (p) g le’ ” dy | 


; = Mi 


Su ee 
jp œ,(p) e" (6? 1); (cie) dl 


=H(-7) 


1 2x — à, 
à = | |, (g)] dy, 
f 


1 
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Es ip na 
also, da ®,(@) fe) = [®,(p)] und Re" D 1 À für 
— 0, = p = 0, ist, 


af pre (1- 7. ah |®, (y)! dp 


LOL ETS 7 (- 20) 25 


EN à 1 
Hilfssatz 3: Es sei N eine beliebige positive ganze 
Zahlund0<0=7x, 0<s<+}beliebig gegeben. Dann 
gibt es ein ganzes n —N, ein positives »<S und 
eine für |[x| < 1 reguläre, für [x| = 1 stetige Funktion 
h(x) mit den folgenden Eigenschaften: 


D a [+ few ap} (1- 35) &, 
5) | pat Le, ap < 
Freud 


BIS 1 À für [el 1. 


Figur 2. 
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8) [k(æ)] < & in denjenigen beiden Teilen des Einheits- 
kreises [x| = 1 (siehe Figur 2), welche die Ungleichung R(x) 
Æ cos d resp. die Ungleichung f(x) Z cosy befriedigen. 


[+ fa ont)ar a RE 


Beweïs: Ich bestimme zunächst zu den gegebenen Zahlen N, 
8 und & eine ganze Zahl n — N und eine dazu gehôrige für [æ| £1 
reguläre Funktion g(x) im Sinne des Hilfssatzes 2. Dann ist 


1 À 
_. 1 Le, ldp > (1-55) 64 


d 
RE 


und 


(p)gte)ap| > (1- 


RU  n etiuune eh on pe S AE 


Ô’ 


1) 


also à fortiori (wegen lg()| & 1 — - < 


1 w 
nn ne ()gle #9) dp| < G, 


. 


ist. Dann ist 


il Tome ANR À 
und 

A Er A A à 1 
I], *f + LOP0 ap (1 5) 2 Gn > (1- ie 


Ich wähle nunmehr die positive Zahl w so klein, daf auf den 
beiden Bogen —0 = p<—0"', d << 6 des Einheïtskreises x = e ? 
die für [x| <1 reguläre, für |[x| £ 1 stetige Funktion 


n. 


1—%\4 u Log (” 
(sy = 


2 
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(wo Log ( —) für R(x) <1 den Hauptwert bedentet) um $0 
wenig von 1 abweicht, daf 


= f + [ a,(pole) (=) 4e) -(1-5)8. 


2x 
ist. Es sei 


1—zx\ 

n@) = (5°) 

gesetzt. Dann ist h(x) regulär für [x|<1, stetig für |x| <1, 
_3\ 
und es gilt, da | 1 o =) | Æ1 für [x| £1 ist, im ganzen Einheits- 
kreise [x] = 1 die Ungleichung 
le) = [g(&)|, 
also speziell im Gebiete |[x| = 1, R(x) £ cos d die Ungleichung 
HOIANOIESZ 

Die somit definierte für [x| Z1 stetige Funktion h(x) ist ferner 


Null im Punkte x = 1; folglich läft sich ein positives y < 0’ so 
wählen, daf [k(x)]| < «& für |x| <1, R(x) Z cos y ist. Ich behaupte 
nun: die obigen Zahlen #» —N und y — CE sowie die obige für 
lx] <1 reguläre für |x| Z1 stetige Funktion (x) erfüllen die 
sämtlichen Bedingungen des Hilssatzes 8. Denn: 

1) Wegen y < 0 ist 


a 1," + 18. ie ROCCO 


À 
> (1-5) 
2) Es ist für [x] = 1 
À 
MIE l7@I< 1-4. 
3) Es ist |k(x)| <e für [x] < 1, R(x) = cos d und für [x| £1, 


R(x) = cos y. 
4) Es ist 


— y Ô : 1 — 0" Ô : 
Î +f D, (y) k (19) dœp ==> 9 f + f D, (œ) h (ei®) do 


Apte (1 5) a> (1-25) 
A0: él n(p)l >| =) n 50. /* | r° 


1 
27 
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$ 3 
Beweis des Hauptsatzes. 


Satz: Zu jedem 0<1<1 gibteseine für [x] <1 regu- 
läre Funktion f(x) mit [f(x)|<1 für [x| <1 derart, daB 
die Ungleichung 


15, | e (1 4 À) Fe 


für unendlich viele # besteht. 
Beweis: Es sei zunächst eine Folge positiver Zahlen 


Ep Batabsn tri AS CE 


CO 
so gewählt, daf die Reihe XX &, konvergiert und ihr Wert < + 
p=l 


ist. Ich bestimme nunmebr, unter Benutzung des Hilfssatzes 3 
des $ 2, eine Folge für [x] < 1 regulärer und für [x] = 1 stetiger 
Funktionen 


RC) RE AO, 

eine Folge positiver ganzer Zahlen 

1<n,<nj<n, 
und eine Folge positiver Zahlen 

nd, > 0, 0, (mit à, — 0) 
durch das folgende Verfahren: Zunächst wende ich den Hilfssatz 3 
an auf die Zahlen N — 1, d — x, & — s,; der Hilfssatz ergibt 
alsdann eine ganze Zahl n — n, > 1, eine positive Zahl y = 6, 


<+ und eine für [x] 1 reguläre, für |[x| = 1 stetige Funktion 


h(x) = h,(x), welche den vier Bedingungen des Hilfssatzes genügen. 
Nachdem »,, d, und h,(x) somit festgelegt sind, wende ich wieder 
den Hilfssatz 3 an, jetzt aber auf die Zahlen N — n,, à — Ô, und 
e — &,, und bekomme dadurch, im Sinne des Hilfssatzes, ein ganzes 


à as ()] 4 
n =", >1,, ein positives y = Ô,< 9 und eine für |x| < 1 re- 


guläre, für [x] = 1 stetige Fanktion (x) — h,(x). Nachdem hier- 
mit die Zahlen », und d,, sowie die Funktion 4,(x) bestimmt sind, 
wende ich wiederum den Hilfssatz 3 an, nun aber auf die Zahlen 
N=n,, d = Ô,, & — €, und bekomme dadurch ein ganzes n = n, 
2 
für [æ|=1 stetige Funktion X(x) — h,(x). Durch Fortsetzung 
dieser sukzessiven Bestimmungen erhalte ich offenbar eine Folge 


> ,, ein positives y — Ÿ,< und eine für |x| < 1 reguläre, 
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für [x] < 1 regulärer, für [x| < 1 stetiger Funktionen 4, (x), h, (x), 
h,(x), ..…., eine Folge positiver ganzer Zahlen 1 < n, <n,:::<n,:-: 
und eine Folge positiver Zahlen x = 0,0, 0,:— 0, (wo 
0,—>0 wegen d,<40,,) mit den folgenden Eigenschaften: Für 
jedes p — 1, 2, 8, ... ist 


1 — Ÿp dp1 À 
D Sf ‘+fiaoe-(-5)e, 
Tes 
also 
1 Ÿ»p 27 — 0h À 
y f ï +J 19, (p)l pl < 98 Cry) 
2) D'or P-1 


GIE 1- À fr (rl =, 


3) |k,(æ)|<e, in den beiden Gebieten |x| = 1, R(x)= cos d, , 
und || =1, R(x) Æ cos d,, 
D de Versus dpi ; À 
4) ne f 12 +f PS D, (y) h, (e' 9) dœp | = (1 PT “4 Cyr 
— dp1 d? 


2x 
Ich betrachte nunmehr die unendliche Reïhe 


(ee) 
2 M = hG)+R@+. 
q — 


Es ist diese Reïhe offenbar, bei jedem p, im Gebiete [x] =1, 
R(x) = cos d, gleichmäBig konvergent; denn es gilt ja in 
diesem Grebiete für jedes gp die Ungleichung |4,(æ)| es, Die 
Reïhe Xh,(x) definiert somit im ganzen Einheïitskreise 
lxl <1 mit Ausnahme des einzigen Punktes x — 1 eine 
stetige Funktion f(x), welche für [x| 1 regulär ist. 
Ich werde beweisen, daB diese Funktion f(x) = ÿa,x" die Be- 
dingungen des Satzes erfüllt. Zunächst ist f(x) im ganzen Ge- 
biete |x| =1, z + 1 (also speziell für [x] < 1) absolut <1. 
Denn es sei x + 1 ein beliebiger Punkt des Einheitskreises |x| = 1, 
und die ganze Zahl p = p(x) Æ 1 so bestimmt, da cos d,, = (a) 
< cos d, ist. Dann gelten ja die Ungleichungen 


= 1 — TUTO N 


À 
(h, Go) | 7 
< &, firtg Ein, 
also 
Fan À e À À 
OS SeI<(-7)+ Da<(i-z)+é<t 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse, 1916. Hoft 2, 19 
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Es bleibt zu beweisen, da die Ungleichung 
15,1 (1-—12)6, 


für unendlich viele n erfüllt ist; ich werde zeigen, daB diese 
Ungleichung für jedes n — n, besteht. Dies ergibt sich 
folgendermaBen: Es ist nach der Landauschen Formel für jedes 
Re 1 


É 
ne Bet à MA CICL- 
also, weil die für |x| = 1, x 4 1 definierte Funktion f(x) stetig 


und beschränkt ist, und daher das Integral alsbald über den 
Eïinheitskreis erstreckt werden kann, 


1 27 ; ; ; 1 2x J 
=) Area = [2 (wrl)ap 
0 0 
2x 
wo das Integral ein uneigentliches Integral ist (a. h. 1 
0 


27 —$ 
= lim ïl für «0, p—0} Hieraus folgt 
œ 


+ mes “1 9, re) ag) 
5. 1% (md 
gi rie ee 2,0) À n(%)a)- 2 6 


Wegen der gleichmäBigen Ru von >» h,(e (e se ) in den beiden 
Intervallen —d,, =p=—d,, à, = p = 0, ist das erste Glied auf 
der rechten Seite gleich 


AT CLONE | 
fe To, (ph, (e9) à 


p-1 


fr ét Te, (one Japt 


La 


1 OO 


x 
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wo qg in > die sämtlichen positiven ganzen Zahlen aufer » durch- 
läuft. Nun ist aber für 1 g +» in den beiden Intervallen 
—d,, <p<—6,, 8, <p<o,, die Funktion 4, (e°*) absolut <:, 


also 
1 09! — 0 dp1 : 
a 2 fe on (é)lasl 
g=1il 9. 6, 
eos 1 27 ; d À & 
< 2 42% è 18,,(p)ldp << Gn, 


Wir bekommen somit schlieflich 


1 


À 
hate JE En > (1 — 2) On 


Hiermit ist der Hauptsatz bewiesen. 


1 
AE Sr 7 


p—1 À 
“a, dy, (®) ho \e (var) Fe: Gn,— 55 Gm 


P 


19* 


Über eine farblose Form des Quecksilberjodides. 
Von 


G. Tammann. 


Vorgelegt in der Sitzung am 9. Dezember 1916. 


Bekanntlich tritt das HgJ2 in zwei Kristallformen auf, in der 
roten, tetragonalen und in der gelben, rhombischen Form. Beide 
Formen sind bei p — 1 kg pro 1 qgem und 126—127° mit einander 
im Gleichgewicht, und die gelbe Form kann leicht unterkühlt werden. 

Die anderen Jodide dér natürlichen Gruppe im engeren Sinne, 
zu der das Hg, Cd und Zn gehôüren, das CdJ2 und ZnJ: sind nur 
in je einer farblosen Form bekannt. Die beiden Formen des Hg Je 
unterscheiden sich also von den ihnen nächst verwandten Stoffen 
dadurch, da sie gefärbt sind, während jene farblos sind. 

Nimmt man an, da die Moleküle des roten und gelben Hg J2 
verschieden sind, daf sie zu einander in der Beziehung der Poly- 
merie oder Isomerie stehn, so darf man nach der Analogie mit den 
farblosen Jodiden des Cd und des Zn vermuten, daB es auch eine 
farblose Form des HgJ> gibt. In weiterer Verfolgung dieser Ana- 
logie wäre auch die Kxistenz von gefärbten Formen des CdJ2 und 
Zn J2 zu erwarten. 

Da eine farblose Form des HgJe wirklich existiert, davon 
konnte ich mich vor etwa 10 Jahren in folgender Weïse über- 
zeugen. Erhitzt man 10—30 gr HgJ> in einem langen Glasrohre 
in einem Ofen zur Elementaranalyse auf etwa 300-—350° und führt 
das offene Ende des Glasrohres in eine Vorlage, in der man den 
Druck plôtzlich von einer auf 0,1 einer Atmosphäre erniedrigen 
kann, so kondensiert sich der Dampf des HgJ° weder in der roten 
noch in der gelben Form, sondern als farbloser Schnee, der in 
wenigen Sekunden nach seiner Ablagerung auf der Glaswand der 
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Vorlage eine rosa-rote Färbang annimmt, die nach wenigen Minuten 
sich in das Rot des roten HgJ> verwandelt. Jeder Druckernie- 
drigung in der Vorlage folgt eine Dampf-Entsendung aus dem 
Hg J>-haltigen Rohr und die schnelle Kondensation dieses Dampfes 
ruft die Bildung einer farblosen Wolke hervor. 

Würde man die Vorlage hinreichend tief abkühlen, so kônnte 
man den weifñien Schnee wohl auch längere Zeit vor der Umwand- 
lung in die rote Form schützen, und eventuell eine Bestimmung 
seines spezifischen Volumens und seiner Umwandlungswärme aus- 
führen. 

Bei der Temperatur der flüssigen Luft: wird die gelbe Form 
farblos. Zwischen diesen farblosen Kristallen, die bei Zimmertem- 
peratur wieder gelb werden, und der bei Zimmertemperatur so 
unbeständigen, farblosen Form besteht also bei der Temperatur der 
flüssigen Luft wahrscheinlich kein Unterschied der Farbe, dagegen 
sind Unterschiede in den sonstigen Eigenschaften beider Formen 
zu erwarten, wenn die gelben Kristalle nicht bei einer Temperatur 
oberhalb der der flüssigen Luft einen Umwandlungspunkt haben, 
bei dem sie sich in eine mit der bei Zimmertemperatur identischen 
farblosen Form umwandeln. 


Über die Lüsungswärme. 
Von 
G. Tammann. 


Vorgelegt in der Sitzung am 9. Dezember 1916. 


Lôst man einen anisotropen Stoff in einer Flüssigkeit, so darf 
man den Vorgang der Lôüsung in folgende Teilvorgänge zerlegen: 

1. Wird der anisotrope Stoff in den isotropen Zustand über- 
geführt. 

2. Wird der nunmehr isotrope Stoff mit der Flüssigkeit ge- 
mischt. Diese Mischungswärme kann für den Fall, da bei der 
Mischung keine chemische Vorgänge eintreten, berechnet werden. 

8. Auferdem kann der Lôsungsvorgang noch von chemischen 
Vorgängen, der Bildung von Verbindungen, der Ânderung des 
Molekulargewichts eines Teils der in Betracht kommenden Moleküle, 
der Jonisation u.s.w. begleitet werden. 

Die Summe der Wärmen dieser Partialvorgänge wird gleich 
sein der direkt beobachteten Lüsungswärme. Die Wärmen der 
beiden ersten Vorgänge kônnen theoretisch genau angegeben, prak- 
tisch aber häufig mit hinreichender Genauigkeit geschätzt werden. 
Dagegen kônnen im allgemeinen die Wärmen der chemischen Vor- 
gänge, deren Summe Q, betragen mûüge, nicht von vornherein an- 
gegeben werden. 

Aus dem Betrag der Lüsangswärme kann man also sofort er- 
kennen, ob bei der Auflôsung des anisotropen Stoffes chemische 
Wechselwirkungen zwischen dem gelüsten Stoff und dem Lô- 
sungsmittel eintreten; eine Abweïichung der gefundenen Lôüsungs- 
wärme von der Summe der beiden ersten Glieder würde darauf 
hinweisen. Allerdings darf man nicht behaupten, da keine chemi- 
schen Vorgänge bei der Auflüsung eintreten, wenn Q, — 0 gefunden 
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wird; denn die Wärmen verschiedener chemischer Teilvorgänge 
kônnten einander kompensieren. Immerhin besteht für den Fall: 
Q, = 0, die Môglichkeit eines Feblens chemischer Vorgänge, wäh- 
rend für die Fälle Q, < 0 solche Vorgänge bestimmt auftreten. 

Die Bestimmung der Schmelz- und Lôsungswärme läft sich 
relativ leicht und genau ausführen, jedenfalls leichter als andere 
Verfahren, nach denen man aus den Abweichungen verschiedener 
Eigenschaften binärer flüssiger Gremische von den nach der Mi- 
schungsregel sich ergebenden Werten Schlüsse auf die Wechsel- 
wirkung des gelüsten Stoffes und des Lüsungsmittels zu ziehen 
sucht. 

Die Beziehungen der beiden Lôsangskomponenten zueinander 
sind, wie wir wissen, so mannigfach und verwickelt, daB jeder Weg 
und insbesondere ein bequemer, der zur Deutung der Prozesse bei 
der Auflôsung führt, zu betreten ist. 

Die Auffassung der Lüsungswärme als einer Schmelzwärme für 
den Fall, daf Q, — O0 ist, wurde, wie ich mich nachträglich über- 
zeugte, in neuerer Zeit von J. Schrôüder!') ausgesprochen. Schrôder 
selbst weist seinerseits auf Lavoisier hin, der zuerst den Lüsungs- 
vorgang in Analogie mit dem Schmelzvorgang stellte. 

J. Schrüder bestimmte die Abhängigkeit der Lôslichkeit einiger 
Stoffe von der Temperatur in verschiedenen Lôüsungsmitteln, für 
die wahrscheinlich Q, — O0 ist. Drückt man die Lôslichkeit s durch 
den Molenbruch des gelüsten Stoffes aus, so fallen die Lüslichkeïts- 
kurven ein und desselben Stoffes in verschiedenen Lôsungsmitteln 
zusammen und lassen sich durch die Funktion: 

TE ART re 

D TT 
wiedergeben. Die molekulare Lôsungswärme dividiert durch die 
absolute Temperatur, bei der sich das Lôslichkeïits - Gleichgewicht 
herstellt, hat offenbar für verschiedene Lôüsungsmittel gleiche Werte. 
Schrôder konnte aber noch einen Schritt weitergehn und zeigen, 
daf auch für einen zweiten Stoff die Lôslichkeitskurven mit denen 
des ersten nahe zusammenfallen. Es müssen also auch für ver- 


schiedene gelôüste Stoffe die Ausdrücke . einander gleich sein, 


und wenn /, — r, ist, die Lüsungswärme gleich der Schmelzwärme, 


_ unabhängig von der Natur des” 


so muB auch der Ausdruck 


1) Zeitschr. f. phys. Chemie 11, S. 449, 1893. 
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Stoffes sein. Schrüder anticipierte also die Regel, welche später- 
hin Colson’) und Walden?) für eine Reihe von Stoffen fanden. 
MI Mr 


Nach Schrôder würde, wenn Q, — 0 ist, N SRE : sein, 


oder die Ânderung der molekularen Entropie bei der Aufüsung 
und beim Schmelzen eines Stoffes wären einander gleich. Diese 
Beziehung kommt der Wirklichkeit ziemlich nahe, gibt sie aber 
nicht ganz wieder. Denn die Lüsungswärme des zu lôsenden Stoffes 
im Zustande einer unterkühlten Schmelze darf, auch wenn Q, — 0 
ist, nicht ohne weiteres vernachlässigt werden. Wie diese Lôsungs- 
wärme zu berechnen ist, wird späterhin gezeigt werden. 

1. Zur Reduktion der Schmelzwärme, r pro 1gr, bei der 
Temperatur des Schmelzpunktes 7, auf die Temperatur, für welche 
die Lôüsungswärme bestimmt ist, bedarf es der Kenntnis der Diffe- 
renz der spezifischen Wärmen des zu lôsenden Stoffes im isotropen 
und im anisotropen Zustande, c,—c,, und wenn sich die Tempera- 
turen des Schmelzpunktes 7, und des Lôsungsvorganges erheblich 
von einander unterscheiden, so muB noch die Temperaturabhängig- 
keit von c,—c, bekannt sein, um aus Tr den Wert von rm be- 
rechnen zu kônnen. Denn allgemein gilt: * 


T, 
(1) 7 =" - [ (4 —c)aT. 
. Ji: 
Nun hat die Erfahrung gelehrt, daB die Beziehungen 
(2) Ip (4) TZ, udr, = (e—c)T 
zutreffen. 


Man darf also die Reduktion der Schmelzwärme von der Tem- 
peratur 7, auf T' nach der Gleichung : 


JE 
(3) rp = CEA 
vornehmen. 
Für die Schmelzwärmen normaler Stoffe r,, gilt ferner 
Mr 
(4) 7 — 13, cal. 


2. Die Berechnung der Mischungswärme zweiïer Flüssigkeiten 
\ kann, wenn Q, — 0 ist, unter der Annahme, da8 der Wärmeinhalt 


1) Compt. rend. 104, S. 429, 1887. 
2) Zeitschr. f. Elektrochemie, S. 713, 1908. 
e 
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bei der Mischung zweier indifferenter FKlüssigkeiten bei gleichen 
inneren Drucken sich nicht ändert, in folgender Weiïse ausgeführt 
werden. 


Bei der Mischung wächst der innere Druck des Lüsungsmittels 
von À auf X+/J/X, und der des zu lôsenden Stoffes ändert sich von 
K, auf K+ZJK. Die Ânderungen des inneren Druckes werden in 
erster Linie durch die Molekularattraktion der beiden verschiedenen 
Molekülarten bedingt. Dem ersten Vorgange entspricht bei 1iso- 
thermer Steigerung des inneren Drucks von ÆÀ auf Æ + ZX auf die 
Masseneinheit des Lüsungsmittels die Wärmeentwicklung : 


K 


und dem zweiten Vorgange die Wärmeentwicklung 


T'fE+TAK qu 
— pe. 
2 il Ar dE 


v, 


Hier bedeuten > die Wärmeausdehnung des Lüsungsmittels, die 


d, 
d 
des zu lüsenden Stoffes und & das mechanische Wärmeäquivalent. 
_ Das erste Integral kann genau ausgerechnet werden, wenn die 
Volumenfläche des Lüsungsmittels bekannt ist und eine Volumen- 
Isobare der Lôsung für p — 1 kg pro qem gegeben ist!) Für 
unsere Zwecke reicht se auch folgende angenäherte Rechnungs- 
v 


p "mi 


weise hin. Bezeichnet MU IAE das Mittel der Wärmeausdehnung 


. . A Û v 0 .. 
als Funktion von X einzuführen ist, = die Wärmeausdehnung 


des Lüsungsmittels und der Lüsung, ferner ZÆ die Ânderung des 
inneren Drucks bei der Auflüsung, so gilt angenähert : 


K+4K 
«) 2 a = Tai JE 
E Jr £ a T 


In ähnlicher Weise kônnte auch das zweite Glied der Mi- 
schungswärme genau berechnet werden. Zur Schätzung dieses 
Gliedes kann wie bei der angenäherten Berechnung des ersten 
Gliedes verfahren werden. Wenn die Lüsung eine verdünnte ist, 
auf 100 gr Lüsungsmittel etwa 1 gr des gelôsten Stofles enthält, so 


1) Über die Beziehungen der inneren Kräfte zu den Eigenschaften der Lü- 
sungen L. Vof, 1907. 
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würde das zweite Glied der Mischungswärme mit 0,01 zu multi- 
plizieren sein, wenn sich das erste Glied auf die Gewichtseinheït 
bezieht. Das zweite Glied wird also gegenüber dem ersten Gliede 
vernachlässigt werden kônnen, wenn X+ ZX — K' nicht sehr viel 
grôBer ist als ZX. 

Für Lôsangen in Wasser kann ein mittlerer Wert für den 
Ausdruck (4). der von der Verdünnung der Lüsung wenig abhängt, 
angegeben werden. Der ZX-Wert einer Lüsung, die auf 1000 gr 
Wasser ein gr Mol des gelôsten Stoffes (hauptsächlich Salze) ent- 


hält, beträgt im Mittel 500 kg pro 1 qem, er setzen wir rund 


0.0002 >< 1000, T — 290 und & — 43. Mit diesen Daten ergibt 
sich die Mischungswärme zu rund 670 cal. Für andere Lôsungs- 
mittel als Wasser hat ZX sehr schwankende Werte, die recht er- 
heblich kleiner als der Mittelwert für Wasser werden künnen. 
dv : 
. ist hier dagegen erheblich grüfier. Für eine Lôsung, die 
auf 1000 gr Aethylalkohol 1 a Mol Acetanilid enthält, Ver sich 


a Vm 
RE P 
JX 2 pe 
wärme berechnet sich also zu rund 530 cal. 
Für die Lôsungswärme L des Mol. s eines Stoffes mit nor- 


maler Schmelzwärme in 1000 gr Lüsungsmittel ergibt sich also: 


1000 + M T d RE. 
d £ ar 


(6) L = —13.5 T+ 10, 
M bezeichnet das Molekulargewicht des zu lôsenden Stoffes, d die 


Dichte der Lüsung. Die Wärmeausdehnung CAL 


zieht sich auf 1 gr der Lüsung. Bei +17° beträgt das erste Glied 
— 8910 cal. und das zweite Glied 1000 bis 100 cal. Das zweite 
Glied ist also dem ersten Gliede gegenüber in der Regel nicht zu 
vernachlässigen. 

Die Lüsungswärmen einer grofien Anzahl von Salzen in Wasser 
sind bestimmt worden. (Siehe Landolts Tabellen). Wenn das Salz 
mit Kristall- Wasser kristallisiert, so ist die Lüôsungswärme des 
wasserfreien Salzes in der Regel positiv, die Hydratationswärme 
überwiegt dann den negativen Wert der beiden ersten Glieder. 
Bei Salzen die ohne Kristall- Wasser kristallisieren, werden die 
Lüsangswärmen häufig negativ, aber auch hier ist eine Überein- 
stimmung der gefundenen Lüsungswärme mit der Summe der beiden 
ersten Glieder nur selten zu konstatieren. Die chemischen Wärmen 
Q. haben bei der Lüsung von Salzen in Wasser offenbar erhebliche 


in chem be- 
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Werte. Auch wenn aus der Lüsungswärme eines Salzes folgt, dañ 
Q, = O0 ist, so darf man doch nicht chemische Prozesse bei diesem 
Lôsungsvorgange in Abrede stellen, nur von ihrer Wärmesumme 
kann man sagen, daB sie verschwindet. 

Für die Lüsungswärmen anderer Stoffe liegen nur wenige Be- 
stimmungen der Lüsungswärme vor. Speyers') hat einige nicht 
salzartige Stoffe in verschiedenen Lüsungsmitteln bestimmt, die in 
folgender Tabelle zusammengestellt sind. Da der Fehler dieser 
Bestimmungen auf mindestens 1°/o zu schätzen ist, so sind die 

Ts 


M.r 
zweiten Stellen abgerundet worden. In der mit pr T über- 


schriebenen Kolonne sind die aus den für diese Stoffe bekannten 
Schmelzwärmen berechneten Schmelzwärmen bei der Lüsungstem- 


peratur, die wahrscheïnlich 17° betrug, zusammengestellt. 


Lüsungswärmen in g cal. von je 1 gr Mol in verschiedenen 
Lôüsungsmitteln. 


Methyl- Aethyl-  Chloro- 
form 


24 e W.rr 
Gelüster Stoff Wasser bo allo bol Toluol pet T 


Urethan 0100 4840-4750 = 4570 4 = 6400 32380 
Chloralhydrat — 930 — 1130 — 5990 —7540 —b5140 
Acetamid — 1990 — 3610 — 3440 
p-Toluidin — 3650 —3490 —4980 —4010 
Naphtalin — 4230 —3850 — 3850 —4270 — 3860 
Phenanthren — 4310 — 3530 — 3620 


Scheidet man die Lôsungswärmen des Chloralhydrates aus, 
weil bei dessen Auflüsung teilweise Spaltung in Wasser und Chloral 
wahrscheinlich ist, so haben wir es mit der Auflüsung von chemisch 
recht indifferenten Stoffen zu tun. Dementsprechend nähern sich 
auch die gefundenen Lôsungswärmen den unter der Annahme 0, 
— 0 berechneten, aber eine hinreichende Übereinstimmung tritt 
auch bei diesen indifferenten Stoffen relativ selten ein. Nur die 
Lüsungswärmen des p-Toluidins in Aethylalkohol und Chloroform, 
des Naphtalins in Aethylalkohol und in Chloroform sowie die des 
Phenanthrens in Toluol weichen innerhalb der Fehlergrenzen von 
der Summe der beiden berechenbaren Glieder der Lôsungswärme 


M.r 
ab. Zu den Werten ET. T der Tabelle hätte man noch 500 


1) Zeitsch. f. phys. Chem., 20, S. 652, 1896. 
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bis 700 cal. zu addieren, um die gesamte berechenbare Lôsungs- 
wärme zu erhalten. Die anderen Lôsungswärmen werden durch 
chemische Wärmen, die sogar bei der Einwirkung solcher indiffe- 
renter Stoffe frei werden, zum Teil vergrôBert, zum Teil ver- 
kleinert. 

Man ersieht, daB die Bestimmung der Lôsungswärme und ibr 
Vergleich mit der Schmelzwärme sofort zur Entscheidung der 
Frage führt, ob der Lôüsungsakt von chemischen Reaktionen be- 
gleitet wird oder nicht. 


Über das verschiedene physiologische Verhalten einiger- 
stereoisomerer Alkohole der Cholesterinreihe. 


Von 
A. Windaus. 


(Aus dem Allgemeinen Chemischen Laboratorium der Universität 
| Gôttingen). 


Vorgelegt in der Sitzung am 9. Dezember 1916 durch Herrn Wallach. 


Es ist lange bekannt, daf sich stereoisomere Verbindungen 
physiologisch verschieden verhalten kônnen, ob es sich nun um 
Enantiostereomere handelt wie bei dem d- und l-Adrenalin oder 
um Diastereomere wie z. B. bei dem «- und B-Methylglukosid. In- 
dessen scheint, soweit mir bekannt ist, in keinem Falle sicher er- 
mittelt zu sein, welcher Art die chemischen Vorgänge 
sind, die das verschiedene physiologische Verhalten 
solcher stereocisomeren Stoffe bedingen künnen. 

Zum Studium dieser Frage eignen sich besonders gewisse ste- 
reoisomere Alkohole der Cholesterinreihe, deren Isomerie lediglich 
durch die Anordnung der HOH-Gruppe an einem asymmetrischen 
Kohlenstoffatom + bedingt ist!), wie es z.B. die Formeln des B-- 
und s-Cholestanols andeuten : 


C2s Hu C25 Hu 
| | | 
NP: LH 
CH:—C CH—C 
H 
B-Cholestanol s-Cholestanol 


1) Das die Isomerie lediglich auf der sterischen Anordnung in der sekun-- 
dären Alkoholgruppe beruht, ergibt sich daraus, daB beide Alkohole bei der Oxy- 
dation dasselbe Keton und bei der Reduktion denselben Kohlenwasserstoff liefern. 


802 A. Windaus, 


Die Darstellung solcher stereoisomerer Alkohole habe ich in 
den letzten Jahren wiederholt beschrieben. Sie lassen sich leicht 
gewinnen und wechselseitig ineinander umlagern, wenn man die 
Natriumverbindung der einen Form in einem geeigneten Lôsungs- 
mittel auf Temperaturen über 125° erhitzt; bei Verwendung ver- 
schiedener Lüsungsmittel und Temperaturen gelingt es häufig jede 
der beiden Formen in reinem Zustande zu isolieren. Mit diesen 
stereoisomeren Alkoholen hat nun Herr Professor Dr. H. Fühner- 
Kôünigsberg auf meine Bitte eine Reihe physiologischer Versuche 
angestellt, die auferordentlich überraschende Resultate ergeben 
haben. Das oben erwähnte B-Cholestanol ist nämlich imstande das 
haemolytische Vermügen gewisser Blutgifte, z.B. der Saponine 
(Digitonin) aufzuheben, wie dies seit Ransoms !) Entdeckung vom 
Cholesterin bekannt ist; und zwar besitzt das B-Cholestanol an- 
nähernd dieselbe Wirksamkeit wie Cholesterin selbst. Ganz anders 
verhält sich dagegen das dem B-Isomeren so nahe verwandte s- 
Cholestanol, es steht hinter dem B-Cholestanol an Wirksamkeit 
weit zurück und besitzt die antihaemolytische Fähigkeit gegenüber 
Saponinen nur in ganz geringem Grade. 


Zur physiologischen Prüfung wurden verwandt : 

a. Lüsungen von je 5 cem frischem defibrinierten Rinderblut, die 
mit physiologischer Kochsalzlôsung auf 100 ccm verdünnt 
wurden, 

b. Lôsungen von 1 Teil Digitonin in 10000 Teilen Wasser; bereits 

1 ccm dieser Lôsung haemolysiert 5 ccm verd. Rinderblut. 

c. Lüsungen von 1 Teil Cholesterin bezw. B- und s-Cholestanol in 

200 ccm Methylalkohol. 


Bei allen Versuchen wurde durch Zusatz von Kochsalzlôsung dafür 
gesorgt, daf die Lüsungen immer 0,9 ° Kochsalz enthielten. Das 
Ergebnis der Versuche wurde stets nach etwa 24 Stunden festge- 
stellt; Temperatur 18—20°. 


I. Versuche mit Cholesterin: 

a. b ccm verdünntes Rinderblut, 1,5 cem Digitoninlôsung, 1,5 
cem Cholesterinlôsung, 2 cem Kochsalzlüsung. Keine 
Haemolyse. 

b. 5 cem Rinderblut, 2 cem Digitoninlüsung, 2 cem Cholesterin- 
lôsung, 1 ccm Kochsalzlôsung. Keine Haemolyse. 


II. Versuche mit B-Cholestanol: 
a. b ccm verdünntes Rinderblut, 1,5 cem Digitoninlôsung, 1,5 


1) Deutsche medizin. Wochenschrift, 1901, 194. 
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cem B-Cholestanollüsung, 2 cem Kochsalzlôsung. Keine 
Haemolyse. 

b. bcem verdünntes Rinderblut, 2 cem Digitoninlüsung, 2 cem 
B-Cholestanollôsang, 1 cem Kochsalzlôsung. Keine Hae- 
molyse. 


IIT. Versuche mit s-Cholestanol. 

a. b cem verdünntes Rinderblut, 1,5 cem Digitoninlôsung, 1,5 
cem s-Cholestanollüsung, 2 cem Kochsalzlôsung. Voll- 
ständige Haemolyse. 

b. 5 cem verdünntes Rinderblut, 2 cem Digitoninlôsung, 2 cem 
e-Cholestanollôsung, 1 ccm Kochsalzlôsung. Vollstän- 
dige Haemolyse. 


Durch Verwendung eines gro$en Überschusses von s-Cholesta- 
nol wird allmählich die Wirkung des Digitonins abgeschwächt. 
Vermutlich handelt es sich um eine Absorptionserscheinung. 

Herrn Professor Dr. H. Fühner danke ich herzlich für die 
Ausführung der Versuche. 

Wie schon früher !) festgestellt worden ist, beruht diese ent- 
giftende Wirkung des Cholesterins auf Saponine darauf, daf sich 
das Cholesterin mit dem Saponin (Digitonin) zu einer krystalli- 
sierten Additionsverbindung vereinigt, die aus einem Mol. Chole- 
sterin und einem Mol. Digitonin aufgebaut ist und die nach Fühners 
Versuchen physiologisch fast unwirksam ist. 

Neue Experimente haben nunmehr ergeben, daf von den beiden 
stereoisomeren Alkoholen das B-Cholestanol?) ebenfalls leicht mit 
Digitonin (und anderen Saponinen) zu krystallisierten Additions- 
verbindungen zusammentritt, da das s-Cholestanol *) dagegen nicht 
imstande ist sich mit dem Digitonin zu vereinigen und im Gegen- 
satz zu dem B-lsomeren überhaupt keine Neigung zur Bildung von 
Verbindungen hôherer Ordnung zeigt. 

Hierdurch ist eine ausreichende Erklärung für das verschiedene 
physiologische Verhalten der stereoisomeren Cholesterinalkohole 
aufgefunden und dasselbe auf die Fähigkeit bezw. Unfähigkeit zur 
Bildung inaktiver komplexer Verbindungen zurückgeführt und so- 
mit wenigstens in einem bestimmten Falle gezeigt, 
welcher Art die chemischen Vorgänge sind, die das 


1) Windaus, Berichte d. deutschen chemischen Gesellschaft 42, 240 [19091]. 

2) Windaus und Uibrig, Berichte 47, 2385 [1914] und besonders Berichte 
49, 1725, 1730 [1916]. 

3) Windaus und Uibrig, Isc. citat. 
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verschiedene physiologische Verhalten stereoiso- 
merer Stoffe bedingen kônnen“. 

Auf die Analogie, die diese hier erhobenen Befunde mit spe- 
zifischen Fermentreaktionen zeigen, sei nur aufmerksam gemacht 
und besonders auf die hierher gehôrenden Arbeiten von Dakin!) 
verwiesen. 


1) Journal of Physiol. 32, 34. 


Beiträge zu Carathéodory’s Messbarkeïtstheorie. 


Von 
A. Rosenthal in München. 


Vorgelegt in der Sitzung am 11. November 1916 durch Herrn E. Landau. 


In den Gôtt. Nachr. 1914, $S. 404 #. hat Herr Carathéodory 
eine MeBbarkeïitstheorie entwickelt, die viel allgemeiner und um- 
fassender als die Lebesgue’sche ist und die es ihm zuerst ermüg- 
licht hat, in vôllig befriedigender Weiïse ein "”-dimensionales Mañ 
im #-dimensionalen Raum (#0  n) zu definieren. Herr Carathéo- 
dory hat seine Mefbarkeïtstheorie noch weiter ausgebaut und noch 
eingehender untersucht in seinem ausgezeichneten Buch , Vorle- 
sungen über reelle Funktionen“, das sich gegenwärtig bei B. G:. 
Teubner im Druck befindet und dessen Korrekturbogen zu lesen 
mir vergünnt ist !). 

Ganz allgemein gesprochen, verfährt Herr Carathéodory so: 
Durch fünf grundlegende Eigenschaften definiert er für sämtliche 
Mengen À ein äuferes MaB u*(A) und gleichzeitig zeichnet er 
gewisse Mengen, die noch einer besonderen Bedingung genügen, 
als (für u*) meBbar aus. Mit deren Hilfe definiert er dann nach- 
träglich für jede Menge À ein inneres Ma8 w,(A) als obere Grenze 
der äuferen Mafe aller in À enthaltenen mefBbaren Mengen. — 
Es drängt sich hierbei sogleich die Frage auf, ob es müglich ist, 
‘diese inneren Mafe selbständig und unabhängis von den äuBeren 
MaBen zu charakterisieren (so daf man dann auch umgekehrt, 
vom inneren Maf w, ausgehend, zum äuferen Mañ u* gelangen 


1) Im folgenden soll Carathéodorys Abhandlung in den Gütt. Nachr. mit ,Af, 
sein Buch mit ,B“ zitiert werden. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten, Math.-phys. Klasse. 1916. Heft 2. 20 
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kann). Manches scheint zunächst gegen diese Môglichkeit zu 
sprechen; insbesondere konnte Herr Carathéodory beweisen, daf 
jedenfalls das System von Eigenschaften, welches im wesentlichen 
symmetrisch zum Definitionssystem der äufBeren Mafe ist, nicht 
hinreicht, um jene inneren Mafe uw, selbständig zu definieren. 

Im folgenden soll nun im Kapitel I gezeigt werden, da trotz- 
dem eine selbständige Begründung der Theorie der inneren Mae 
môglich ist. Im $ 1 wird ein Definitionssystem aufgestellt, von 
dem in $ 2 und 3 nachgewiesen wird, daB es wirklich die volle 
Charakterisierung der inneren Mafe leistet. 

Im Kapitel II wird sodann unser Definitionssystem für die 
inneren Mafe und ein analoges System für die äuBeren Mafe weit- 
gehend reduziert ($ 4) und von diesen beiden vereinfachten Defi- 
nitionssystemen wird (im $ 5) bewiesen, da sie nicht weiter re- 
duzierbar sind, d.h. daf in beiden Systemen jeder Teil von allen 
übrigen unabhängig ist. Im $ 6 wird ferner gezeigt, daf zwei 
Formen von Carathéodorys MeBbarkeitsdefinition, die für die 
äuBeren Mafe vüllig gleichwertig sind, im Definitionssystem der 
inneren Mafe sich sehr verschiedenartig verhalten. 


Kabpitel I. 
Selbständige Begründung der inneren Masse. 
KE 


Das Definitionssystem der inneren MaBe. 
| Carathéodorys Theorie der äuferen MaBe beruht auf folgender 
Grundlage. 

Eine Mengenfunktion u* À heïft äuBeres MaB (oder, wie 
Carathéodory in ,B“ ausführlicher sagt, ,reguläres äuBeres Ma“), 
wenn sie die folgenden fünf Eigenschaften I—V besitzt: 

I. 1. Jeder beliebigen Punktmenge À (eines qg-dimensionalen 
Raumes f,) ist eine Zahl u* À eindeutig zugeordnet. 

2. Die Zahl u* A ist entweder Null oder endlich und po- 
sitiv oder gleich + co, 

3. Es gibt Punktmengen, für welche diese Zahl + 0 und 
endlich ist. 

4. Für leere Mengen ist diese Zahl gleich Null!). 


1) Bezüglich der Fassung von I weichen ,A“ und ,B“ von einander ab: in ,A“ 
wird nur 11,2, in ,B“ dagegen 11, 2, 3, 4 gefordert. Wir schlieBen uns hier an 
B“ an. 
n 


f 
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IT. Für eine Teilmenge B von À ist stets: 
u*B < p* A. 


IIL Ist V die Vereinigungsmenge von endlich oder abzählbar 
unendlich vielen Punktmengen À4,, À,, À,,..., so ist stets: 


UV = p*A,+u* A, +u*A, +... 


IV. Sind À und B zwei Punktmengen, deren Entfernung 
Ô + O0 ist, so ist stets: 


u*(A+B) = u*A +u*B. 


Definition der Mefbarkeit. Eine Punktmenge À soll 
für eine gegebene Mengenfunktion u* meBbar heifen, wenn für 
jede willkürliche Punktmenge W von endlichem w* die Gleichung !) 


de PRES CAMES EC AIT) 
erfüllt ist. 
V. Für jede beliebige Punktmenge À ist u* À gleich der un- 
teren Grenze der u*B aller (für u*) meBbaren Punktmengen B, 
die À als Teilmenge enthalten. 


Mit Hilte von I, II, III zeigt Carathéodory, daB IV äqui- 
valent mit IVa ist: 

IV a. Die (offenen) Intervalle sind mefbare Punktmengen. 

Dabei wird unter einem (offenen) Intervall eines g-dimensio- 
nalen Raumes %, die Menge aller Punkte verstanden, deren Koor- 
dinaten x,, x,, ...,x, die Ungleichungen 


[a =] <h, PAT RE 10 


erfüllen (worin die x? beliebige, die h, positive, nicht verschwin- 
dende Konstanten bedeuten). 


Ist nun u* ein äuferes MaB, so definiert Carathéodory das 
zugehôrige innere MaB uw, A einer Punktmenge À als die obere 
Grenze der u* aller (für u*) mefbaren Teilmengen von 4. Für 
das innere Ma uw, gelten I, IT, IV (und IVa), wenn man nur in 
der obigen Formulierung das Zeichen w* durch uw, ersetzt. Auch 
in der MeBbarkeitsdefinition darf u* durch u, ersetzt werden und 
die ,für uw, meBbaren“ Mengen erweisen sich als identisch mit den 
für u* meBbaren Mengen; Carathéodory hat nämlich gezeigt (,B“, 
$ 262, Satz 11), daB eine Menge À für u* dann und nur dann 


1) Mit AB werde stets der Durchschnitt von zwei Punktmengen À und B 
bezeichnet. 


20* 
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mefbar ist, wenn für jede willkürliche Menge W von endlichem 
u, die Gleichung 


ui W= W(AW)+u,(W—AW) 


erfüllt ist. — An Stelle von III und V jedoch treten bei dem in- 
neren MaB w, die beiden folgenden Eigenschaften IIL und V': 

IIT. Ist $S die Summe von endlich oder abzählbar unendlich 
vielen Punktmengen À,, 4,,... ohne gemeinsame Punkte, 
so ist stets 


SZ u, À, +uA,+:.. 


V'. Für jede beliebige Punktmenge À ist uw, A gleich der 
oberen Grenze der w,B aller (für u,) meBbaren Teilmengen B 
von À. 

Diese dem Definitionssystem der äuferen Mafe analogen Eigen- 
schaften I, II, IT, IV, V' genügen aber nicht, um die inneren 
Mafe vollständig zu charakterisieren; dies hat bereits Carathéo- 
dory (,B“, $ 340) durch ein sehr einfaches Beispiel bewiesen, bei 
dem die genannten Eigenschaften erfüllt sind, aber nicht IVa. 
Auch die Hinzunahme von IVa zu den Eigenschaften I, Il, II], 
IV, V' ist für die Definition der inneren Mafe nicht hinreichend, 
was Carathéodory (,B“, $ 341) durch ein anderes Beispiel bewiesen 
hat, bei dem trotz Erfüllung der hier geforderten Eigenschaften 
nicht alle offenen Mengen (d.h. Mengen, die nur aus inneren 
Punkten bestehen) sich als mefbar erweisen. 

Es liegt nun nahe, eben diese bei Carathéodorys Beispiel ver- 
letzte Eigenschaft der MeBbarkeit aller offenen Mengen als neue 
Forderung IV b zu den vorigen Eigenschaften hinzuzufügen. Aber 
selbst dies führt nicht zum Ziel, wie aus einem weiter unten an- 
gegebenen einfachen Beispiel (u® in $ ) ersichtlich ist. 

Wir fügen vielmehr die folgende neue Forderung VI hinzu, 
die bei dem soeben zitierten Carathéodory'schen Beispiel (,B“, 
$ 341) ebenfalls verletzt wird und die gerade auch bei unserm 
Beispiel u® in $ 5 nicht erfüllt ist: 

VI. Sind À4,, 4,,..., À,, ... abzählbar unendlich viele, ele- 
mentenfremde, mefbare Mengen und ist S ihre Summenmenge, 
dann ist 


O9 
(V1) RSR spot 
n—\1 


und es ist 
(V1) S ebenfalls mehbar. 
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Dann ist, behaupte ich, die selbständige Definition der inneren 
Mafe môglich und zwar mit Hilfe des Systems der (auf uw, sich 
beziehenden) Eigenschaften 


I, II, IX, IVa, V', VI 


In den folgenden beiden $ soll dies bewiesen werden. 

Es sei übrigens noch bemerkt: Würde man hier IVa durch 
IV ersetzen, so würde das so abgeänderte System nicht zur Def- 
nition der inneren Mafe ausreichen, wie aus dem zitierten Cara- 
théodory'schen Beispiel ,B* $ 340 (bei dem auch VI erfüllt ist) 
hervorgeht. À 


$ 2. 
Die Eigenschaften des aus uw, abgeleiteten u*. 
Es sei uw, eine Mengenfunktion mit den Eigenschaften 
L'HPTIL La, Ve VL 


Dabei soll eine Menge À für uw, mefBbar heïifien, wenn für jede 
Menge W von endlichem uw, die Gleichung 


(1) uxW = W(AW)+u(W—AW) 


erfüllt ist. 

Aus u, werde eine andere Mengenfunktion u* abgeleitet: u* 4 
bedeute die untere Grenze der u, B aller für u, mefbaren Punkt- 
mengen BP, die À als Teilmenge enthalten. 

Wir haben nun zu zeigen, daB diese Mengenfunktion u* ein 
äuBeres Maf ist (d.h. die fünf Grundeigenschaften der äuferen 
MaBe erfüllt), und wir haben dann noch nachzuweisen ($ 3), dafÿ 
das diesem äuferen MaB u* zugeordnete innere MaB mit unserm 
u. identisch ist. 

Zur Unterscheidung von den Grundeigenschaften der Mengen- 
funktion uw, sollen die Grundeigenschaften, denen die Mengenfunk- 
tion u* genügen wird, durch einen oben angefügten Stern kennt- 
Lich gemacht werden. 

Beweis von I*: 

If: Da [nach I: und (1)] der Gesamtraum für uw, meBbar ist, 
gehôrt zu jeder Menge À ein eindeutig bestimmtes u* À. 

15 ist wegen LI: evident. 

If: Nach [s existieren Mengen À, für die w, À + 0 und end- 
lich ist. Also gibt es wegen V' eine (für w,) meBbare Teilmenge 
B von À, so daf uw, B + 0 und endlich ist. Nach Definition von 
u* und IT ist dann u* B = uw, B + 0 und endlich. 


rx 
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IH: Wegen LL und der daraus folgenden w,-Mefbarkeit der 
leeren Mengen, sowie wegen I2 ist für leere Mengen u* = 0. 

Beweis von Il*: Wenn B — À, dann ist für jede Menge C, 
für die C — À, erst recht C— B; wegen der Definition von u* 
ist also selbstverständlich u* B = u* À. 

Zwischenbemerkung: Aus der MeBbarkeïtsdefinition (und 
L,2 u Il) folgt unmittelbar (genau wie bei Carathéodory ,A“, 
Nr. 2, 3, 4, 7 oder ,B“, $ 240, 241, 242, 244), daB die Komple- 
mentärmenge einer für uw, mefbaren Menge, ferner der Durch- 
schnitt, die Differenz und die Vereinigungsmenge von endlich 
vielen (für w,) mefbaren Mengen ebenfalls für uw, mefbar sind. 

Beweis von III*: 

A,, À,,...,A,,... seien endlich oder abzählbar unendlich 
viele Mengen, V ihre Vereinigungsmenge. «,, &,,...,&,,... seien 
für uw, mefbare Mengen, derart daf À, —< «,; (die «, existieren 
wegen der MeBbarkeit des Gesamtraums). Ferner sei « die Ver- 
einigungsmenge der «,. Man kann :« als Summe von elementen- 
fremden Mengen 8, — «, darstellen, die jedesmal aus hôchstens »# 
der «, durch endlich häufige Summen-, Durchschnitt- und Diffe- 
renzbildung entstehen und deshalb ebenfalls für w, mefbar sind. 
Dann ist wegen VI: und IT: 


(2) Ux a — Zuxb, = D Un due 


Hierbei ist zu beachten, daf VI auch für endlich viele Summanden 
angewendet werden darf, weil man wegen 4 immer noch abzähl- 
bar unendlich viele leere Mengen hinzufügen kann. Ferner ist 
wegen VI: die Menge « für uw, mefbar und deshalb wegen V — « 


(3) ut <E oc. 

Also ist 

(4) WP= Sun, 
n 


und, wenn man in jedem Glied der rechten Seite zur untern Grenze 
übergeht, 


(B) ut V = Su*À,. 
n 


Wir führen nunmehr neben der bisher benutzten ,MeBbar- 
keit für uw,“ noch die ,Mefbarkeit für u*“ ein, indem wir 
die Definition der MeBbarkeiït des $ 1 benutzen. Es gilt dann 

Satz a: Ist die Menge À für uw, mefbar, dann ist À immer 
auch für u* mefbar. 
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Beweiïs: Nach ITI* ist für jede Menge W von endlichem w* 
(6) u*WÆ=u*(AW)+u*(W— AW). 


Es sei 8 meBbar für u,, B— W und u,B endlich; dann ist auch 
(48) und (8 — AB) für u, meBbar. Nunist (da À für uw, meBbar ist) 


(7) ouf = u(48)+u,(B— AB) = w*(AW)+u*(W— AW) 
und, wenn man links zur untern Grenze übergeht, 
(8) u* WZ u*(AW)+u*(W—AW). 
(6) und (8) ergibt: 
(9) UéW = W(AW)+uË(W—AW). 
Satz b: Ist die Menge À für u, meBbar, so ist stets 
us A = u*A. 


Denn u* À ist nach Definition die untere Grenze der w, aller 
für uw, mefbaren Mengen, die A als Teilmenge enthalten. Da 
aber À selbst für uw, mefbar ist, so ist wegen II diese untere 
Grenze gleich u, À. 

Ebenso erhält man allgemein für jede beliebige Menge À: 


(10) us, À € u* À, 


Der Beweis von IV* ergibt sich nun direkt aus IV, und 
Satz à. 

Beweis von V*: Nach Definition ist u* À die untere Grenze 
der u, PB aller À enthaltenden, für u, mefibaren Mengen B. Für 
diese Mengen B ist nun nach Satz b:u, B — u*B; nach Satz a 
ist Z auch für u* mefbar. Unter Berücksichtigung von IT* ist 
also u* À die untere Grenze aller À enthaltenden, für u* mef- 
baren Mengen. 


$ 3. 
Beweis für die Identität des zu u* zugeordneten 
inneren MaBes w,, mit dem ursprünglich gegebenen u,. 


Im $ 2 haben wir gezeigt, da die Mengenfunktion u* alle 
Grundeigenschaften I*, IT*, III*, IVX, V* besitzt, also ein äuBeres 
Maf$ ist. Zu diesem äuBeren Male w* bilden wir jetzt das zuge- 
hôürige innere Maf uw,, als die obere Grenze der u* B aller in À 
enthaltenen, für u* meBbaren Teilmengen PB. Wir haben nun 
zu beweisen, da dieses innere Maf w,, mit der ursprünglich gege- 
benen Mengenfunktion w, identisch ist. 

Zu diesem Zweck schicken wir erst noch einige Sätze voraus. 
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Satz ec: Die Vereinigungsmenge V und der Durchschnitt D 
von hôchstens abzählbar unendlich vielen, für u, meBbaren Mengen 
À,, A,,..., 4... sind für uw, meBbar. 

Da man V als Summe von hôchstens abzählbar unendlich 
vielen, elementenfremden, für uw, mefbaren Mengen darstellen kann, 
so ist nach VI: die Menge V für uw, mefbar. Die Mefbarkeit von 
D folgt sodann durch Übergang zu den Komplementärmengen. 

Hieraus ergibt sich ähnlich wie bei Carathéodory (,A“, Satz 11 
oder ,B“, $ 25b, Satz 2): 

Satz d: Zu jeder Punktmenge À kann man für u, meBbare 
Punktmengen À konstruieren, für die 


(11) A = À und y, À = u*A 
ist. ,MaBgleiche Hülle“. 
Und genau wie bei Carathéodory ,B“, $ 256, Satz 3: 


Satz e: In jeder Punktmenge À gibt es immer für w, mef- 
bare Teilmengen À von 4, so daf 


(12) us A = by A 
ist. ,MaBgleicher Kern“. 

Ferner analog wie in ,B“, $ 257, Satz 4 (oder auch ähnlich 
wie in ,A“, Nr. 20): 

Satz f: Ist B eine für uw, meBbare Punktmenge von endlichem 
u, B, die eine gegebene Menge À als Teilmenge enthält, so ist stets 


(13) uA = uB—u*(B— A). 
Da hierbei nach Satz b: u,B — u*B ist, so folgt aus (13): 
(14) u, À = p* B—u*(B — À). 


Nun gelten für das äufere Maf u* und für das dazu gehü- 
rende innere Maf w,. alle Überlegungen und Sätze der Carathéo- 
dory'schen Theorie in ,A“ und ,B“, insbesondere die den vorste- 
henden entsprechenden Sätze. So erhalten wir vor allem: 

Satz g: Ist B eine für uw, und daher (wegen Satz a) auch 
für u* mefbare Punktmenge von endlichem Maf uw, B — u*B, die 
eine gegebene Menge À als Teilmenge enthält, so ist stets 


(15) uxx À = u*B — u*(B — À). 
Aus (14) und (15) folgt nun 


Satz h: Für jede Punktmenge À von endlichem äuferen 
Mal u* A ist 


(16) us À = bus À. 


Ù 
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Es bleibt also nur übrig, diese Gleichung (16) auch für Mengen 
von unendlichem äuferen Maf u* zu beweisen. Zu diesem 
Zweck beweisen wir zunächst den 

Satz i: Damit eine Punktmenge À für uw, meBbar sei, ist hin- 
reichend, daf für alle Mengen W, die für uw, mefbar und von 
endlichem w, sind, die Gleichung 
(17) ue W = WAW)+u(W—AW) 
erfüllt ist. 

Beweis: Angenommen, die Menge À sei für uw, nicht mefBbar. 
Dann gibt es nach Definition der Mefbarkeit für w, und wegen 
III’ eine Menge W, von endlichem w,, für die 
(18) uW, > (AW )+u,(W, — AW). 


Es sei nun W, ein für u, meBbarer, mafigleicher Kern von W, 
(Satz e), also 
(19) M=W; LM = uw 
Dan ist 

AW) <(AW);  (M—AW) <(W-AW) 
und daher (nach IT) 
(20) u(AM) <u(AW); m(W, AM) € u(W,—AW,). 
Setzt man (19) und (20) in (18) ein, so erhält man schliefilich 
(21) WW, > m(AW)+u(W —AW,). 


Mit Hilfe dieses Satzes i ergibt sich dann das Gegenstück zu 
Satz a und b, nämlich 

Satz k: Ist die Menge À für u* meBbar (im übrigen von be- 
liebigem äuBeren Ma u*), dann ist À immer auch für w, mefbar 
und es ist 


(22) us A = u4A = u*A. 


Beweis: A sei für u* mefbar (eventuell von unendlichem u*); 
ferner sei W irgend eine für w, und daher (nach Satz a, b) auch 
für u* meBbare Menge von endlichem Maf u,W — u*W. Also 


(23) BEW = w(AW)+u*(W— AW) 

Nun sind die Mengen W, (AW), (W—AW) für u* mefbar und 

von endlichem äufBeren Ma u*; daher ist wegen Satz h: 

(24) ÉW=uuW=uW; (AW) = us (AW) = uw, (AW); 
BW AW) = au (W— AW) = WW AW) 
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Nun ergibt (23) und (24): 
(25) mW = u, (AW) + Us (WAR) 
und daraus folgt nach Satz i, da À für w, mefibar ist. Wegen 
Satz b erhält man nun auch die Gleichung (22). 
Aus Satz k folgt jetzt die Richtigkeit der GI. (16) auch für 


Mengen À von unendlichem äuBeren Maf u*, d. h. allzemein der 

Satz l: Für jede beliebige Punktmenge À ist 
(6”) ux À = uyy À. 

Beweis: Es sei À eine beliebige Menge. Nach V' ist u, À 
die obere Grenze der u, B aller für u, mefbaren Teilmengen B 
von À. Ferner ist nach Definition u,, A die obere Grenze der 
u*P' aller für u* mefbaren Teilmengen B’ von À. Nach den 
Sätzen a, b und # sind die Mengen B und B’ in ihrer Gesamtheït 
identisch und es ist 

mb = px B = u*B. 
Desbalb ist auch 
A = 4 A — 
Mit Satz List nun die Identität der beiden Mengenfunktionen 


u, und uw, nachgewiesen und damit zugleich erkannt, daf u, wirk- 
lich ein inneres Ma ist. 


Kapitel IT. 


Vereinfachung des Definitionssystems und Unabhängigkeits- 
beweise. 


$ 4. 
Reduziertes Definitionssystem für innere und äuBere 
Mafe. : 
Wir haben im Kap. I gezeigt, daf man die inneren Mae 
u, selbständig (unabhängig von den äuferen Mafen) durch das 
System der (auf u, sich beziehenden) Eigenschaften 


TL FLE Ve WT 
definieren kann. Dieses Definitionssystem läft sich nun noch in 
einigen Punkten vereinfachen. 
Zunächst bemerken wir, daf die Eigenschaft III’ sehr einfach 


mit Hilfe von L,4, IL, V', Vi hergeleitet werden kann: Es sei S 
die Summe von endlich oder abzählbar unendlich vielen elementen- 
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fremden Mengen 4,, À,, ..., À,, ...; es seien &,, &, ..., @,, ... 
(für u;) mefbare Mengen, derart daf «, — À,; diese (wegen V! 
existierenden) Mengen «,, &,, ..., &,, ... sind dann ebenfalls ele- 


mentenfremd und ihre Summe sei mit 6 bezeichnet. Nach VI: 
(mit Benutzung von 1) ist: 


Ux 6 al Dur 
ñn 
Ferner ist wegen 6 — $S und II 
ux6 = u5; 


also 
D PCA - ux 5. 
n 


Wegen V' kann man nun jedes u,a, durch seine obere Grenze 
u, À, ersetzen, so daf man erhält: 


D Ux An == US. 
n 


Ferner läBt sich die Eigenschaft IT unmittelbar aus 11 und V' 
folgern: Es sei nämlich À — PB; dann sind nach V' uw, À und w, B 
die oberen Grenzen der uw, der in À bez. B enthaltenen mefibaren 
Teilmengen; da aber jede Teilmenge von À erst recht Teilmenge 
von B ist, so ergibt sich 


us À = u,B. 

SchlieBlich kann man noch I wesentlich vereinfachen. Zunächst 
kann man nämlich [4 (mit Hilfe von I:,4 und V') beweisen: Wegen 
I und V' gibt es (für w,) meBbare Mengen À von endlichem Mañ 
u,; also 
26) ux(4) = u,(4.4)+u;(4— 4.4); 


dabei ist (4— A. A) die leere Menge Z. Wegen I: ist Gleichung 
(26) nur môglich, wenn 

uxL = 0 
ist. 

Nun läBt sich auch noch I2 (mit Hilfe von I4 und IT) beweisen: 
Nach I4 ist für die leere Menge L: u,L — 0. Nach IT ergibt 
sich aus L — À stets: u, L = u, À; d. h. 

ESA 0) 


Auf diese Weise gelangen wir zu dem folgenden reduzierten 
Definitionssystem der inneren Mae u,: 


(A) PACE OI APN IR'ACTA'E CR 
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(wobei sich alle diese D EE auf die Mengenfunktion u, 
‘beziehen sollen). 

Zu diesem Definitionssystem (A) der inneren Mafe ist Cara- 
théodory's Definitionssystem der äuBeren MaBe I, II, III, IV,, 
V (selbst wenn man noch einige Reduktionen vornimmt) keines- 
wegs symmetrisch. Um nun äufere und innere Mafe durch ana- 
loge Eigenschaften definieren zu künnen, wollen wir daher Cara- 
théodory’s Definitionssystem der äuferen Mafe u* dadurch umge- 
stalten, daB wir die Eigenschaft VI (auf w* sich beziehend) hinzu- 
fügen und damit dann III beweisen und eliminieren; wir werden 
allerdings sehen, daf wir hierzu nur den Teil VI: benütigen. 

Wir beweisen nun also mit Hilfe von I1,2,4, IL, V, VI die 
Eigenschaft III: Es seien À4,, 4,, ..., 4,, ... endlich oder ab- 
zählbar unendlich viele Mengen, V ihre Vereirigungsmenge. &«,, 
ss -..,) M, -.. Seien (füru*) meBbare Mengen, derart da «, — À, ist; 
æ sei die Vereinigungsmenge dieser (nach V existierenden) Mengen 
a. Man kann nun « als Summe von hôchstens abzählbar unendlich 
vielen elementenfremden (für u*) mefbaren Mengen B,, B,, ...,B,, .. 
darstellen, so daB 8, — «, (11,2, I). Nach IT ist dann: 


Lil aa UDIURU Ft 4e. 


Wegen VI: und Li ist stets: 
Also 


Wegen V kann man rechts jedesmal für u*«, seine untere Grenze 
u* À, setzen, so daf man erhält: 


LEP SATA 
n 


AufBerdem kann man nun, ähnlich wie oben, die Eigenschaft 
IT unmittelbar aus I1 und V herleiten: Es sei À — B; dann sind 
nach V u* À und u* B die untern Grenzen der mefbaren Mengen, 
die À bez. B als Teilmenge enthalten; da aber jede Menge, die B 
enthält, erst recht À enthält, so ergibt sich 


u* À = u* B. 


Ferner kann man, genau wie oben, I4 und I» beweisen, wenn 
man nur oben uw, durch u* und V' durch V ersetzt. 
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Auf diese Weise erhalten wir das folgende (reduzierte) Defi- 
nitionssystem für die äuBeren Mafe u*: 


(B) EAST ENVEENE 
Es sei noch bemerkt, daf VI: eine Folge dieses Systems (B) 


ist, da ja VI: aus dem äquivalenten Carathéodory’schen Definitions- 
system I—V der äuferen Mafe hergeleitet werden kann. 


$ 5. 
Unabhängigkeitsbeweise. 
Wir wollen nun beweisen, daf die beiden (reduzierten) Defñ- 
nitionssysteme 


(A) für die inneren MaBeu,: Li,3; IV,; V'; Vli>, 
(B) für die äuBeren MaBe u*: L,s; IV,; V; Vl 


aus lauter von einander unabhängigen Teilen bestehen, also nicht 
weiter vereinfacht werden kônnen. Diese Unabhängigkeitsbeweise 
werden jeweils durch geeignete Beïispiele erbracht. 
Unabhängigkeitsbeweis von VI: im System (A): Es 
sei u® À das Lebesgue’sche Maf der Menge der inneren Punkte 
von À. Man bemerke, daB jedes Intervall (aber nicht jede offene 
Menge) und überhaupt jede Menge, deren zugehôrige Begrenzungs- 
punkte das Lebesgue’sche Ma O haben, für u® mefbar ist; daf 
dagegen jede andere Menge (insbesondere jede in einem Intervall 
überall dichte Menge ohne innere Punkte) für u% nicht mefibar ist. 
Es ist dann leicht zu sehen, daf für u® die Eigenschaften I, IV,, 
V', VI (sowie auch IT, Il’, IV) erfüllt sind. Aber VI ist nicht 
erfüllt; denn z. B. abzählbar unendlich viele einzelne Punkte kônnen 
eine in einem Intervall überall dichte Menge ohne innere Punkte 
bilden, die für u® nicht mefbar ist. 
Unabhängigkeitsbeweis von VI: im System (A) und 
(B): Die Ebene « werde durch eine Gerade g in zwei Halbebenen 
#, und &, zerlegt. Es bedeute nun u® bez. u*, das Lebesgue’sche 
innere bez. äufere Maf für alle Mengen von «, die keinen Punkt. 
in &, und bôchstens endlich viele Punkte auf g haben. Dagegen 
sei u® bez. u#, = +oo für alle übrige Mengen von «, die also 
unendlich viele Punkte von g oder mindestens einen Punkt von 
«, enthalten. Es ist leicht zu sehen, daf für u, die Eigenschaften 
I, IV,, V', VL (sowie auch II, II’, IV und IV;) und für u* die 
Eigenschaften I, IV,, V (sowie auch VI:, IT, IV, IV:) erfüllt 
sind. Dagegen ist für u® und für u* die Eigenschaft VI: nicht 
befriedigt; denn ein einzelner Punkt P auf g ist meBbar und hat 
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u®P = u* P = 0, aber für die Samme S von abzählbar unend- 
lich vielen solchen Punkten P ist u®S = u*S = + oo, 

Die Unabhängigkeit von V' bzw. V im System (4) 
bzw. (B) ergibt sich natürlich einfach daraus, daf bei dem äuBeren 
[bezw. inneren] Lebesgue’schen MaB V, aber nicht V' [bezw. V', 
aber nicht V|] zusammen mit den übrigen Eigenschaften der beiden 
Systeme (A) und (B) erfüllt ist. 

Die Unabhängigkeit von IV, im System (A) wird durch 
das bereits oben in $ 1 zitierte Beispiel von Carathéodory ,B*, 
$ 340 bewiesen (bei dem nämlich auch VI erfüllt ist). 

Unabhängigkeitsbeweis von IV, im System (B): Es 
sei Z ein abgeschlossenes Intervall. Enthält die Menge À min- 
destens einen Punkt auferhalb 1, so sei u*, À — +co; für jede 
nicht leere Punktmenge À < 1 sei u*, À — 1; für die leere Menge 
L sei uÿ, L — 0. Man bemerke, da8 jede Menge, die Punkte von 
1, aber nicht alle Punkte von J enthält, für u* nicht meBbar ist, 
daB dagegen jede Menge, die keinen oder alle Punkte von 1 ent- 
hält, für u%, meBbar ist. Dann sieht man leicht, daf für uf, die 
Eigenschaften I, V, VI: (sowie VI:, II, IIT) erfüllt sind, daf aber 
IV, (und deshalb natürlich auch IV) für u#*, nicht befriedigt ist. 

Die Unabhängigkeit von I1 im System (A) und (B) 
wird durch das lineare innere bez. äuBere MaB auf einer Geraden 
g im zwei- (oder mehr-)dimensionalen Raum bewiesen. (Den Mengen 
mit Punkten auferhalb g werde keine MaBzahl zugeteilt.) 

Unabhängigkeitsbeweis von Is im System (A) und 
(B): Es sei I ein abgeschlossenes Intervall. Ist À — 1, dann sei 
us* A = 0; enthält À mindestens einen Punkt auferhalb 1, dann 
sei u,,x À — +oo. (Man bemerke: jede Menge ist für w,,* mefbar.) 

Die Systeme (A) und (B), von denen nunmehr nachgewiesen 
ist, daB sie aus lauter von einander unabhängigen Teilen bestehen, 
sind nicht vüllig zueinander symmetrisch, da (A) VIli,2, aber (B) 
nur VI: enthält. Wenn man jedoch zu (B) noch VI: als Grand- 
eigenschaft hinzunimmt, oder anders ausgedrückt, wenn man die 
Eigenschaft VI von vorneherein nicht in ihre beiden Bestandteile 
zerlegt, dann werden die beiden Definitionssysteme der inneren 
und äuBeren Mafe zu einander analog und dann kann man auch 
die Theorie der inneren und äuBeren Mafe im wesentlichen sym- 
metrisch aufbauen !). 


1) Diese Symmetrie kann sich allerdings nicht bis auf die letzte Kleinigkeit 
erstrecken, da die Zahlen O und co sich nicht vüllig gleichartig verhalten und ge- 
wisse Sätze (z. B. ,B“, $ 251, Satz 18, daf nämlich jede Punktmenge B von ver- 
schwindendem äuferen MaB u*B für w* meBbar ist) nicht in analoger Weise für 

. die inneren und äuBeren MaBe gelten kôünnen, 
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$ 6. 
Eine Bemerkung zur MeBbarkeitsdefinition. 

Bei unsern bisherigen Betrachtungen haben wir, anschliefend 
an Carathéodory, in die Mefbarkeïitsdefinition die Beschränkung 
aufs#enommen, daB die in der Definition vorkommende willkürliche 
Menge W von endlicher Mafzahl sein soll. (Siehe $ 1 und den 
Anfang von $ 2.) 

Man kann nun für die äuBeren MaBe u* offenbar diese Be- 
dingung der Endlichkeit von u*W fallen lassen und véllig will- 
kürliche Mengen W nehmen, ohne an der Theorie der äuferen 
Mafe irgend etwas zu ändern. Denn wegen IIT ist die Gleichung 


uiW = Wé(AW)+u*(W— AW) 


für ein W von unendlichem uw* bei jedem À immer von selbst er- 
füllt und ferner läBt sich in unserm System (B) die Eigenschaft , 
III immer in der im $ 4 angegebenen Weïse herleiten, gleich- 
gültig, welche der beiden Formen der Mefbarkeitsdefinition zu 
Grunde gelegt wird. 

Man kônnte deshalb zunächst vermuten, daf es auch für die 
inneren Mae uw, keinen Unterschied macht, ob man die MeB- 
barkeit mit Hilfe der Mengen W von endlichem oder ganz belie- 
bigem w. definiert. Bei genauerer Untersuchung zeigt sich jedoch, 
daf diese beiden Definitionen der MeBbarkeit bei den 
inneren MaBen w, sich wesentlich verschieden verhalten. 

Definiert man nämlich die Mefbarkeit für uw, mit Hilfe der 
Mengen W von beliebigem w,, dann reicht das Definitionssystem 
(A): Ji,3, IVa, V', Vli,s nicht aus, um y, als inneres Maf zu 
charakterisieren. Man kann zwar auch jetzt, genau wie im $ 2, 
von w, zu dem zugehôrigen u* übergehen und nachweïisen, daf u* 
ein äuBeres Ma$ ist. Aber wenn man nunmehr das diesem äuBeren 
Mal u* zugeordnete innere Maf w,, bildet, dann ist es jetzt im 
allgemeinen nicht mehr müglich (wie in $ 3), die Identität von u, 
und w,, zu beweisen. Nämlich der Beweis des Satzes i, speziell 
die Herleitung von Gleichung (18) erscheint jetzt als nicht mebr 
durchführbar ; man benôtigt vielmebr dazu die folgende neue Grund- 
eigenschaft : 

VII. Wenn zu einer gegebenen Menge À eine Menge W von 
unendlichem uw, existiert, so daf 


WE u(AW)+u,(W—-AW) 


ist, dann existiert auch eine diese Ungleichung erfüllende Menge 
W, von endlichem w. 
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Es sei hierzu sogleich bemerkt: Wenn man die MeBbarkeit 
mit Hilfe der Mengen W von endlichem w, definiert, dann ist 
VII einfach eine Folge des Definitionssystems (A). Dann ist näm- 
lich uw, und das zugehôrige u* ein inneres bzw. äuBeres Maf und 
es gilt ,B“, $ 262, Satz 11, woraus unmittelbar VIT folgt. 

Wenn dagegen die MeBbarkeit mit Hilfe der Mengen W von 
beliebigem w, definiert wird, dann hat man die neue Forderung 
VII zum System (A) hinzuzufügen, so dafi man das erweiterte 
Definitionssystem (A) erhält: 


ASS," LV: Vs VIE 
Mefbarkeitsdefinition: W von beliebigem w. 


(A) 


Auf Grund des Systems (A) kann man nun auch die Schlüsse 
des $ 8 durchführen, also wieder die Identität von uw, und u,, 
nachweisen. Überhaupt, wenn VII gilt, dann besagen die beiden 
Formen der MeBbarkeitsdefinition genau dasselbe. Auch das System 
(A) ermüglicht daher eine selbständige Definition der inneren MaBe. 

Damit sehen wir zwar, daB die Aufnahme von VII in das 
System (A) für die Definition der inneren MaBe hinreichend ist; 
wir müssen uns nun aber noch davon überzeugen, daf VII im 
System (A) wirklich unentbehrlich ist, d.h. daB VIL nicht etwa 
doch auf irgend eine Weiïise aus den übrigen Eigenschaften von 
(A) abgeleitet werden kann. Zu diesem Zweck beweisen wir die 

Unabhängigkeit von VII im System (A): Alle betrach- 
teten Mengen seien auf einer Geraden g gelegen. Eine einfache 
Folge von abzählbar unendlich vielen Punkten P,, P,, ..., P, ... 
sei auf g ausgezeichnet und, getrennt davon, sei auf g ein Inter- 
vall D vorgelegt. D sei in zwei komplementäre Mengen X, und 
K, zerlegt, welche beide überall in D von zweiter Kate- 
gorie sind!) Die Mengenfunktion u® À werde nun folgender- 
mafen definiert. Für eine Menge À sei u®Ÿ À — +00, wenn es ein 
Teilintervall 0 von D gibt, in dem die Mengen (AK) und (AX,) 
überall von zweiter Kategorie sind und in dem gleichzeitig 
die Mengen (K,— AK) und (X,—AK,) von erster Kategorie 
sind. Jst dies nicht der Fall und sind genau » der Punkte P, in 
A enthalten, dann sei u* À — n (für endliches wie auch für un- 
endliches »). Für jede andere Menge; À sei u® À — 0. Für diese 
ne | u® werde nun die Mefbarkeit mit Hilfe der Mengen 


1) Da dies môglich ist, hat (auf Grund der Wohlordenbarkeit des Konti- 
nuums) bekanntlich zuerst H. Lebesgue bewiesen [Bull. soc. math. de France 35% 
(1907), p. 207/8 u. 212]. 
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W von beliebigemwu* W definiert. Dann ist für u® mefbar: jedes 
Intervall; jede offene Menge; jede Menge, die weder mit Æ, noch 
mit XK, eine Teilmenge zweiter Kategorie gemeinsam hat; allge- 
mein: jede Menge À, für die in einem beliebigen Teilintervall 0 
von 1), in dem (AX,) von erster Kategorie ist, immer auch (AK) 
von erster Kategorie ist und für die in jedem Teilintervall Ô von 
D, in dem (AX,) überall von zweiter Kategorie ist, zugleich (AX,) 
überall von zweiter Kategorie und (X — AK) sowie (KX,— AK,) 
von erster Kategorie sind. Dagegen ist jede andere Menge für 
u® nicht mefbar, insbesondere z. B. jede Menge À, zu der ein 
Teilintervall Ô von D gehôürt, in dem eine und nur eine der beiden 
Mengen (AX) und (AX,) von zweiter Kategorie ist. Man sieht 
nun leicht, daf für u® die Eigenschaften I, IV,, V', VIi,2 (sowie 
auch IT, III”, IV und IV:) erfüllt sind. Die Eigenschaft VII je- 
doch ist für u® nicht erfüllt; denn z. B. K, ist nicht mefbar, 
was man nur dadurch zeigen kann, daB man eine solche Menge W 
ansetzt, für die u® W — oo ist!) 

Also VII ist im System (A) unabhängig. Man kann übrigens 
auch unmittelbar sehen, daf das System (A) überhaupt nicht weiter 
reduzierbar ist, d. h. aus lauter von einander unabhängigen Teilen 
besteht. Die Unabhängigkeitsbeweise des $ 5 sind nämlich so ein- 
gerichtet, da bei allen dort verwendeten Beispielen auch die Eigen- 
schaft VIT erfüllt ist. 


München, Oktober 1916. 


1) Dieses Beispiel u# hat offenbar noch folgende Eigenschaft: Man kann 
(wie in $ 2) von uŸ zu dem zugehôrigen u'** übergehen und zeigen, daf u‘#* ein 
äuferes Maf ist; aber das diesem äuBeren Ma u%* zugeordnete innere Mañ 
u®, ist von dem ursprünglichen u® verschieden. 
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